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复杂网络社团结构的动力学方法研究
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导师姓名： 鄂维南 教授, 李铁军 教授

摘　要

复杂网络的现代科学理论为人们更好地理解复杂系统带来了重大变革. 近年

来关于复杂网络结构和动力学方面的的研究工作大量涌现. 复杂网络模型已经成

为物理学、生物学、计算机科学、社会学等很多领域中的流行工具. 网络可以表

现真实系统的特征之一就是社团结构, 即整个网络由若干个社团构成, 属于相同社

团的节点之间具有许多边相连接, 而属于不同社团的节点之间具有较少的边相连

接. 这样的社团可以被看作是复杂网络的相当独立的分量, 起着类似于人体中的组

织或者器官的作用. 由于许多真实的系统通常表示为网络的形式, 从而社团检测在

很多学科中具有重要意义. 这一问题十分复杂, 尽管在过去几年中来自不同领域的

科学家致力于此问题的研究, 并做出了大量相关工作, 但是至今仍未圆满解决.

在社团结构检测中, 动力学方法是一类强而有力的方法, 它的构造是基于研

究在复杂网络上某种与结构相联系的动力学过程而建立的. 在这个分支中, 通常

采用的模型是网络上的随机游动. 如果网络具有很强的社团结构, 那么随机游动

者将花费很长的时间待在一个社团中, 这是由于社团内部的边的高密度进而导

致路径数量也很大所引起的. 在本论文中, 作者主要研究的也是一类基于随机

游动的动力学方法. 本论文的基石是最近由 E, Li和 Vanden-Eijnden发展的基于

Hilbert-Schmidt度量粗粒化可逆马氏链的理论框架 (Proc. Natl. Acad. Sci. USA

105 (2008), 7907–7912), 作者进一步发展并完善了由此理论所建立的复杂网络社

团结构的确定性分区方法, 所得到的主要创新成果如下:
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(a) 提出了复杂网络社团结构的一个概率性框架, 其中每个节点以某一概率从

属于某一个社团. 这可以看作是统计中的 fuzzy c-means算法向网络分区问题的自

然扩展, 也可以看做是之前的网络最优分区的确定性框架的推广. 提出的算法成功

地应用于几个具有代表性的算例. 概率性框架为网络分区问题的研究提供更详细

的信息. 更重要的是, 它比传统的网络确定性分区方法更具有预测性能.

(b) 设计了一个基于有效性指标 (validity index) 的方法来实现确定性分区

的自动模型选择. 提出的有效性指标函数可以为社团结构的优良程度提供一种

度量, 它是由两个因素的乘积所定义的, 分别是每个分区的社团内部紧密程度

(compactness)与社团间分离程度 (separation). 数值试验表明算法在降温过程中可

以有效找出社团结构, 并且无需任何关于社团结构的先验信息就可以自动确定社

团的个数. 算法的matlab程序可以从网上免费下载使用, 下载链接为:

http://dsec.pku.edu.cn/~tieli/software/SAVI.zip.

(c) 分别利用结合了两种 k-means迭代的模拟退火方法来最大化模量 (modu-

larity), 以实现确定性分区的自动模型选择. 这两种 k-means分别基于相异性指标

和扩散距离. 算法可以得到较之许多已有方法更大的模量的值, 从这个意义上来说

胜过了许多已有的方法. 算法不仅可以确定社团的个数以及社团结构, 还可以给出

每个社团的中心节点.

(d) 构造了实现网络概率性分区的自动模型选择的方法. 提出了模糊模量

(fuzzy modularity)函数, 它可以看作是传统模量的一个推广, 并为网络模糊社团结

构的优良性提供了度量. 算法可以有效确定每个节点属于不同社团的概率, 并且初

始的模糊分区可以随机选取, 社团的个数也可以自动确定而不再是将其固定为已

知的模型参数.

本文提出的社团检测方法具有一般性, 可以推广到许多其它的复杂网络和数

据集, 并且可以应用到更广泛的实际问题中.

关键词：复杂网络, 社团结构, 动力学方法, 随机游动, 最优预测, Hilbert-Schmidt

范数, 有效性指标, 模量, 模糊模量, 模拟退火, k-means, fuzzy c-means, 自动模型

选择
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Abstract

The theory of network science has significantly improved our understanding of

complex systems. An explosive growth of interests and activities on the structure

and dynamics of complex networks is appearing during recent years. Network mod-

els have also become popular tools in physics, biology, computer science, sociology,

etc. One of the most relevant features of networks representing real systems is the

community structure, i.e. the network consists of a number of communities, with

many edges joining vertices in the same community and comparatively few edges

joining vertices in different communities. Such communities can be considered as

fairly independent compartments of a network, playing the similar role like, e.g.,

the tissues or the organs in the human body. Detecting communities is of great

importance in disciplines where systems are often represented as networks. This

problem is very hard and not yet satisfactorily solved, despite the huge efforts of

the scientists in different research fields over the past few years.

Dynamic methods are powerful techniques for community structure detection

and constructed by employing processes running on the network. Random walk is

among the most popular models in this branch. If a network has strong modular

structure, a random walker will spend a long time inside one community due to the
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high density of internal edges and consequently large number of connecting paths.

We will focus on such dynamic methods based on random walks in this thesis.

The basis of this thesis is the theoretical framework for coarse graining irreversible

Markov chain based on the Hilbert-Schmidt metric recently developed by E, Li and

Vanden-Eijnden (Proc. Natl. Acad. Sci. USA 105 (2008), 7907–7912). We extend

and develop the deterministic partitioning method within this framework. The main

contributions of the thesis are as follows:

(a) We develop a probabilistic framework for network partition, in which each

node has a certain probability of belonging to a certain community. It can be con-

sidered as a natural extension of the fuzzy c-means algorithm in statistics to the

previous deterministic framework for optimal network partition. Algorithms are

proposed and successfully applied to several representative examples. The prob-

abilistic framework provides more detailed information to the network partitions,

and it has more predictive power than the deterministic way.

(b) We design a validity index approach to resolve the model selection is-

sue of deterministic clustering. The proposed validity index function can pro-

vide a measure of goodness for the community structure. It is defined as a

product of two factors, involving the compactness and separation for each parti-

tion. It is demonstrated by experiments that the algorithm can efficiently find

the community structure during the cooling process. The number of commu-

nities can be automatically determined without any prior knowledge about the

community structure. A free matlab code can be downloaded from the website:

http://dsec.pku.edu.cn/~tieli/software/SAVI.zip.

(c) We present new methods for automated model selection of determinis-

tic clustering, in which the simulated annealing strategy is used to maximize the

modularity function, associating with a dissimilarity-index-based and a diffusion-

distance-based k-means iterative procedure, respectively. The proposed algorithms

outperform most existing methods in the literature as regards the optimal modu-
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larity found. They can not only identify the community structure, but also give the

central node of each community.

(d) We propose a new method for automated model selection of probabilistic

clustering. The fuzzy modularity, which can be considered as an extended version

of traditional modularity, is developed to provide a measure of goodness for the

fuzzy community structure in networks. The present algorithm can efficiently iden-

tify the probabilities of each node belonging to different communities with random

initial fuzzy partition. An appropriate number of communities can be automatically

determined without fixing it as a known model parameter.

The community detection methods proposed in this thesis are quite general,

and can be extended to many other complex networks and data sets in real-world

problems.

Keywords: complex networks, community structure, dynamic methods, random

walk, optimal prediction, Hilbert-Schmidt norm, validity index, modularity, fuzzy

modularity, simulated annealing, k-means, fuzzy c-means, automated model selec-

tion
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插　图

1.1 (a) 1736年的 Konigsberg镇. Konigsberg镇是东普鲁士 (现俄罗斯)的一个城

镇, 城中有横贯城区的河流, 河中有两个岛, 两岸和两岛之间共架七座桥. (b)

Konigsberg七桥问题的图示. Euler将被河流分隔开的四块陆地抽象为四个

点, 分别用 A,B,C,D表示, 而将连接这四块陆地之间的七座桥抽象为连接四

个点的七条线, 分别用 a, b, c, d, e, f, g 表示, 这样就得到了由四个点和七条线

构成的一个图. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 小世界效应 (六度分离)的图示. Milgram给出的推断是: 地球上任意两个人

之间的平均距离是6. 也就是说, 平均中间只要通过5个人, 你就能与地球上任

何一个角落的任何一个人发生联系[135]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 由 8个节点和 10条边构成的小网络的例子[138]. . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4 不同类型网络的例子[138]. (a) 单一类型节点和和边构成的无向网络. (b) 不同

类型节点和边构成的无向网络. (c) 节点和边权重变化所构成的无向网络. (d)

有向网络. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5 六种网络的累积度分布曲线[138]. (a) 数学合作网络. (b) 引用网络. (c)

WWW子网. (d) Internet. (e) 电力网络. (f) 蛋白质相互作用网络. . . . . . 11

1.6 一个小型的具有社团结构性质的网络示意图[139]. 图中的网络包含三个社团,

分别对应于三个虚线圆圈包围的部分. 在这些社团内部, 节点之间的联系非常

紧密, 而社团之间的联系就稀疏得多. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.7 蛋白质之间相互作用网络的社团结构[97]. 图中画出了一只老鼠的癌细胞中蛋

白质之间的相互作用. 由 Palla等人提出的派系过滤算法[151]所得到的社团标

记为不同的颜色. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1.8 进行网络研究的物理学家之间的合作网络的最大分量的社团结构[144]. 这个网

络由出现在 [138]的冗长的参考文献里的作者名字构成. (a) 物理学家之间的

合作网络最大分量的原始网络. (b) 用 [144]中的算法的最短路径介数形式所

得到的最优分区的社团, 以不同的颜色表示. (c) 将每个社团表示成节点且将

社团之间的合作表示成边所得到的粗粒化网络, 其中边的粗细与社团之间合

作的对数成正比. 显然, (c)揭示出了许多在原始网络 (a)中不容易看出的信息. 14

1.9 查尔斯·狄更斯的小说《大卫·科波菲尔》中通常出现的英语词汇之间的邻

接网络的社团结构[141]. 其中圆形表示小说中的形容词, 方形表示名词. 这是

用 [141]中的算法得到的结果. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.10 一个网站的网页与它们之间的超链接所构成的网络的社团结构[144]. 用 [144]

中的算法的最短路径介数形式所得到的最优分区的社团, 以不同的颜色表示. 15

1.11 研究复杂网络社团结构的主要算法[70]的组织结构图. . . . . . . . . . . . . 16

1.12 具有 4个社团的 ad hoc网络: 对于较低的 zout, 社团很容易被区分出来; 对于

较高的 zout, 社团结构变得较为复杂
[43]. 在识别社团过程中, 归一化互信息看

起来比节点识别的正确率对于误差更为敏感. 这里给出的是 Newman快速算

法[140]和极值最优化算法[57]的结果. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.13 n = 500个节点的 LFR基准网络的一个实现[111]. . . . . . . . . . . . . . . 20

1.14 (a) Zachary空手道俱乐部网络的社团结构[210]. 节点 1和节点 33分别表示俱

乐部的管理者和主教练. 深色方形代表在俱乐部分裂后跟随俱乐部管理者的

成员, 浅色圆形代表跟随俱乐部教练的成员. (b) 新西兰道尔福峡湾的宽吻海

豚网络的社团结构[121, 122]. 方形和圆形代表网络主要分裂成两个社团, 圆形

进一步细分为四个较小的社团, 由不同颜色深度的节点表示. 这两个图均是用

[144]中的算法的最短路径介数形式所得到结果. . . . . . . . . . . . . . . 22

1.15 (a) Krebs编制的关于美国政治的书籍网络[142]. (b) 维克多·雨果的小说《悲

惨世界》的主要人物之间的相互关系网络[144]. (c) 圣达菲研究所科学家合作

网络的最大分量[77]. (d) 反映美国大学生足球联联赛 2000年第一季度的比赛

日程的网络的层次树[77]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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2.1 具有 N = 3个集合体的非耦合马氏链[50], 状态空间 {s1, . . . , s90}被分成集合

体 A1 = {s1, . . . , s29}, A2 = {s30, . . . , s49}, A3 = {s50, . . . , s90}. (a) 特征函数

χA2
. (b) 对应于 λ = 1的特征子空间的一组基. 可以发现每个特征向量在每

个集合体上是常数. 在引理 2.9的意义下, 状态 s69的符号结构为 (+, –, 0). . 37

2.2 四个矩阵 (I行)及其特征值 (II行)和前3个特征向量: −表示 x1, ◦表示 x2

(在 b, d中 = xL), ⋆表示 x3 (III行)[132]. 所有的矩阵都用灰度表示, 其中黑色

表示 0, 颜色越浅表示值越高. 所有的矩阵对应于 20个像素形成 3个分割的

图像. (a) 近似块对角随机矩阵 P1. 第二和第三特征向量近似分片常数并且包

含关于分割的信息. (b) 生成 P1 的对称的相似度矩阵. 注意所有三个特征向

量均包含关于分割的信息. 求解 (2.41)所得到的关于这个矩阵的特征向量和

P1 的特征向量相同. (c) 块随机矩阵 P2. 第二和第三特征向量分片常数, 反映

出正确的分割. (d) 生成 P2 的对称的相似度矩阵. 前三个特征向量仅仅为粗

略的分片常数并导致错误的分割. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3 图的粗粒化的例子: 给定图中节点集合的分区 S = S1

∪
S2

∪
S3, 通过将所

有节点聚集到子集 Sk 后形成超节点 (meta-node)来定义粗粒化的图 Ĝ[107].

通过适当将 x ∈ Sk 和 y ∈ Sl 间的转移概率平均化, 可计算出新的权重为

ŵ(Sk, Sl)和转移概率为 p̂(Sk, Sl)的马氏链, k, l = 1, 2, 3. . . . . . . . . . . 54

3.1 利用变形 k-means方法确定的 Zachary空手道俱乐部网络[210]的两个社团. 节

点 1和节点 33分别表示管理者和主教练. 选取随机分区作为变形 k-means

算法的初始条件, 算法得到的分区为 S1 = {1 : 8, 10 : 14, 17, 18, 20, 22} 和

S2 = {9, 15, 16, 19, 21, 23 : 34}, 这和 Zachary实际的观察非常相似: 仅有一个

节点 10被误分区. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.2 节点识别的正确率随 zout 的变化. 四条曲线分别表示 k-means算法取 100,

300, 500, 1000次随机初始分区所得到的结果[60]. 如图所示, 结果随初始条件

数量的增加而改进, 但最终饱和 (500次试验的曲线几乎无法与其上面的 1000

次试验的曲线区分开). 结果表明变形 k-means算法与 [43]中提及的诸多算法

相比起来是最好的算法之一. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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3.3 对于 ad hoc网络的 zout = 8的 100次独立实现, 利用变形 k-means算法分别

取 100, 300, 500, 1000次随机初始分区所得到的残量 E∗[60]. 图中也展示了利

用网络的已知分区计算出的残量 E∗. 可以看出由变形 k-means算法确定的

实际残量 E∗ 通常小于利用已知社团计算的残量. 这反映了当 zout = 8时 ad

hoc网络中社团结构分散的性质. 图中置入垂直线为了可视化不同实现所确

定的不同的点. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.1 目标函数 J 的收敛过程, (a)和 (b)分别表示 AIP和 ETSD的结果. 对于 AIP,

当 Etol = 10−6 时只需要迭代 47步; 而对于 ETSD, 当 Etol = 10−6 和 α = 20

时则需要迭代 631步. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.2 利用多数决定原则得到的分区结果, 即如果 ρK(x) > ρW (x)则令 x ∈ SK , 否

则令 x ∈ SW . 这个结果与 Zachary给出的结果相同. . . . . . . . . . . . . 88

4.3 空手道俱乐部网络每个节点的权重 ρK 和 ρW 的可视化. 每个节点的颜色向量

为 ρKvK + ρWvW , 其中 vK 和 vW 分别表示黑色和白色的向量. 颜色越深意

味着 ρK 的值越大, 过渡点或中立点被清楚地表示出来. . . . . . . . . . . . 88

4.4 (a) 由 3-Gauss混合模型生成的 40个样本点. 其中星形符号表示每个 Gauss

分量的中心, 圆形, 方形和菱形符号分别表示三个不同分量中的样本点. (b)

由 (a)中样本点根据参数 dist = 1.0生成的网络. . . . . . . . . . . . . . . 89

4.5 权重 {ρk(x)} 的可视化. 每个节点的颜色向量为加权平均 ρRvR + ρY vY +

ρGvG, 其中 vR,vY ,vG 分别表示红色, 黄色和绿色的向量. (a)和(b)分别给出

了 AIP和 ETSD的结果. 节点 {4, 6, 9, 11, 18 : 20, 25, 31 : 32, 37 : 38}具有明

显的过渡颜色, 它们在网络中起到了过渡点的作用. . . . . . . . . . . . . . 91

4.6 3-Gauss混合模型生成的 400个节点的网络由 AIP算法得到的权重 {ρk(x)}

的可视化. 每个节点的颜色向量由加权平均 ρRvR + ρY vY + ρGvG 给出. 节

点 {20, 37, 54, 66, 86, 95, 104, 147, 159, 172, 205, 269, 281, 305, 317, 386} 具有比

其它节点更混合的权重, 如图中过渡颜色所示. . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.7 1280个节点的 ad hoc网络的 ρk 和 ρ̃k (k = 1, 2, 3, 4)的概率分布函数. 实线

和虚线分别表示 ρk 和 ρ̃k 的概率分布. 在每个图中, 较低的峰值对应于这个社
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4.8 网络用 AIP得到的权重 {ρk}的可视化. 红色圆形, 蓝色三角形和绿色菱形分

别表示最大权重位于区间 [0.9, 1], [0.6, 0.9)和 [0.5, 0.6)的点. 邻近于鞍点 D

的三角形节点具有权重 (ρA, ρB, ρC) = (0.7211, 0.2789, 0), 它起到了社团 A和
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第一章 绪　论

复杂网络理论为人们研究复杂系统提供了重要意义. 复杂网络 (complex

network)是复杂系统的主要表现形式, 而真实的复杂系统的特征之一就是社团结

构 (community structure), 它们是复杂网络的独立的组成部分, 例如人体的组织或

者器官. 研究复杂网络的社团结构在物理学、社会学、生物学、计算机科学以及

其他的学科都有重要的意义.

目前关于复杂网络的结构和动力学的研究工作呈现出突飞猛进的增长, 这

主要是由于受到统计力学的观点的启发以及来自新型复杂网络模型研究的需

要[4, 16, 22, 138, 143]. 复杂网络已经成为计算机网络 (www网络, Internet网络), 电网,

交通网络, 通讯网络, 社会学网络 (疾病传播, 科学文章引用), 生物学网络 (细胞网

络, 生态学网络, 蛋白质折叠, 神经网络), 经济学系统以及银行系统的重要模型工

具[1, 13, 63, 68, 162]. 另一方面, 计算机视觉和数据挖掘的近期进展表明, 将数据集或

图像视为一个复杂网络可以较好的从中析取出关于此数据集或图像的某些重要特

征的信息[107, 132, 182]. 从数学的观点看, 复杂网络的研究本质上是关于图上的动力

系统的研究. 这里的图可以是确定性的, 也可以是随机图; 可以是大小固定的, 也可

以是随时间演化的. 这里的动力系统可以是确定性的, 也可以是随机的. 由于真实

网络十分复杂, 故如何将其约化成较为简单的系统, 即社团结构的检测, 具有重要

意义[70]. 从广义的角度看, 这与微分方程的模型约化理论具有紧密联系[174].

1.1 复杂网络的研究背景及意义

地球上任意两个人之间要通过多少个朋友才能互相认识? 万维网WWW上从

一个页面到另一个页面平均需要点击多少次鼠标? 层出不穷的计算机病毒是如何

在互联网 Internet上传播的? 各种传染病 (艾滋病, 非典型性肺炎和禽流感等)是

如何在人类和动物中流行的? 为什么流言蜚语会散布得很快? 全球或地区性金融

危机是如何发生的? 局部故障时如何触发大面积停电事故的? 大城市的交通堵塞
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问题是如何引起的? 应该如何建立合理的公共卫生与安全网络? 为什么大脑能够

具有思维的功能? 这些问题尽管看上去各不相同, 但是每一个问题中都涉及很复杂

的网络, 包括WWW, Internet, 社会关系网络, 经济网络, 电力网络, 交通网络, 神

经网络等等. 更为重要的是, 越来越多的研究表明, 这些看上去各不相同的网络之

间有着许多惊人的相似之处[199].

20世纪 90年代以来, 以 Internet为代表的信息技术的迅猛发展使人类社会大

步迈入了网络时代. 从 Internet到WWW, 从大型电力网络到全球交通网络, 从生

物体中的大脑到各种新陈代谢网络, 从科研合作网络到各种经济, 政治, 社会关系

网络等, 可以说, 人们已经生活在一个充满着各种各样的复杂网络的世界中. 人类

社会的网络化是一把“双刃剑”: 它既给人类社会生产与生活带来了极大的便利, 提

高了人类生产效率和生活质量, 但也给人类社会生活带来了一定的负面冲击, 如传

染病和计算机病毒的快速传播以及大面积的停电事故等[199]. 因此, 人类社会的日

益网络化需要人类对各种人工和自然的复杂网络的行为有更好的认识. 长期以来,

通信网络, 电力网络, 生物网络, 和社会网络等分别是通信科学, 电力科学, 生命科

学, 和社会学等不同学科的研究对象, 而复杂网络理论所要研究的则是各种看上去

互不相同的复杂网络之间的共性和处理它们的普适方法[199]. 从 20世纪末开始, 复

杂网络研究正渗透到数理学科, 生命学科和工程学科等众多不同的领域, 对复杂网

络的定量与定性特征的科学理解, 已成为网络时代科学研究的一个极其重要的挑

战性课题, 甚至被称为“网络的新科学 (new science of networks)”[11, 200].

以生命科学为例, 20世纪的生命科学研究主流是建立在还原论基础上的分子

生物学. 还原论的基本前提是, 在由不同层次组成的系统内, 高层次的行为是由低

层次的行为所决定的. 具有还原论观点的生物学家通常认为, 只要认识了构成生

命的分子基础 (如基因和蛋白质)就可以理解细胞或个体的活动规律, 而组分之间

的相互作用常常被忽略不计. 尽管基于还原论的分子生物学极大地促进了人类对

单个分子功能的认识, 然而绝大多数生物特征都来自于细胞的大量不同组分, 如

蛋白质, DNA, RNA和小分子之间的交互作用[199]. 对这些极其复杂的交互作用

网络的结构和动力学的理解已成为 21世纪生命科学的关键性研究课题和挑战之

一[95, 96, 128].
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许多真实系统都可以用网络的形式加以描述, 一个典型的网络是由许多节点

与链接节点之间的边组成的. 节点代表系统中的个体, 边则表示节点之间的作用关

系. 如WWW网络可以看成是网页之间通过超链接构成的网络; Internet网络可以

看作不同的计算机通过光缆链接构成的网络; 科学家合作网络可以看作不同的科

学家合作关系构成的网络; 基因调控网络可以看作是不同的基因通过调控与被调

控关系构成的网络. 这些真实网络的普遍存在, 促使来自不同学科领域的科学家共

同致力于复杂网络的研究. 这些学科领域包括复杂性科学, 数学, 物理, 生物, 计算

机等. 复杂网络的研究可以使人们更好的了解现实世界的复杂系统, 为设计具有良

好性能的网络提供依据[4, 16, 22, 138, 143].

1.2 复杂网络的研究简史

近年来复杂网络研究的兴起, 使得人们开始广泛关注网络结构复杂性及其网

络行为之间的关系. 要研究各种不同的复杂网络在结构上的共性, 首先需要有一种

描述网络的统一工具. 这种工具在数学上称为图 (graph). 任何一个网络都可以看

作是由一些节点按某种方式连接在一起而构成的一个系统. 具体网络的抽象图表

示, 就是用抽象的点表示具体网络中的节点, 并用节点之间的连线来表示具体网络

终结点之间的连接关系.

实际的网络的图表示方法可以追溯到 Euler 对著名的七桥问题的研究[65].

Konigsberg镇是东普鲁士的一个城镇, 城中有横贯城区的河流, 河中有两个岛, 两

岸和两岛之间共架七座桥, 如图 1.1(a)所示. 人们常常议论这样一个问题: 一个

人能否再一次散步中走过所有的七座桥, 而且每座桥只经过一次, 最后返回原地?

1736年, Euler利用数学抽象法, 将七桥问题转化成如下数学问题: 从图 1.1(b)中

任意一点出发, 经过每条边一次而后返回原点的回路是否存在? 他给出了存在这

样一条回路的充要条件, 并由此推得上述七桥问题无解. Euler对于七桥问题的论

证开创了图论 (graph theory)的研究, 图 1.1(b)也称为 Euler图.

20世纪 60年代, 由 Erdös和 Rényi建立的随机图理论 (random graph theory)

在数学上开创了复杂网络理论的系统性研究[64]. Erdös和 Rényi研究的随机图模

型 (ER随机图)中, 任意两个节点之间有一条边相连接的概率都为 p. 因此, 一个含
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(a) (b)

图 1.1: (a) 1736年的 Konigsberg镇. Konigsberg镇是东普鲁士 (现俄罗斯)的一个城镇, 城

中有横贯城区的河流, 河中有两个岛, 两岸和两岛之间共架七座桥. (b) Konigsberg七桥问题

的图示. Euler将被河流分隔开的四块陆地抽象为四个点, 分别用 A,B,C,D表示, 而将连接这

四块陆地之间的七座桥抽象为连接四个点的七条线, 分别用 a, b, c, d, e, f, g 表示, 这样就得到

了由四个点和七条线构成的一个图.

n个节点的 ER随机图中边的总数的期望为 pn(n − 1)/2. 由此可得, 产生一个有

n个节点和 m条边的 ER随机图的概率为 pm(1 − p)n(n−1)/2−m. Erdös和 Rényi系

统性地研究了当 n → ∞时 ER随机图的性质 (如连通性等)与概率 p之间的关系.

设集合每一个 ER随机图都具有某种性质, 如果当 n → ∞时产生具有这种性质的

ER随机图的概率为 1. Erdös和 Rényi的最重要的发现是: ER随机图的许多重要

性质都是突然涌现的. 也就是说, 对于任意的概率 p, 要么几乎每一个图都具有某

种性质 (例如连通性), 要么几乎每一个图都不具有该性质.

20世纪 60年代美国哈佛大学的社会心理学家 Stanley Milgram在 [135]中描

述了一份信件通是如何仅用 3步就从堪萨斯州的一位农场主手中转交到马萨诸塞

州的一位神学院学生的妻子手中的. 尽管并不是每一个实验对象都如此成功, 但

Milgram根据最终到达目标者手中的信件的统计分析发现, 从一个志愿者到其目

标对象的平均距离只是 6. 实验结果在某种程度上反映了人际关系的“小世界”特

征. 这就是复杂网络的小世界效应 (small-world effect), 也就是著名的六度分离

(six degrees of separation)推断, 如图 1.2所示. 20世纪 60年代末, 哈佛大学研究
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图 1.2: 小世界效应 (六度分离)的图示. Milgram给出的推断是: 地球上任意两个人之间的平

均距离是6. 也就是说, 平均中间只要通过5个人, 你就能与地球上任何一个角落的任何一个人

发生联系[135].

生Mark Granovetter通过研究发现, 人们在找寻工作时, 那些关系紧密的朋友 (强

连接)反倒没有那些关系一般的甚至只是偶尔见面的朋友 (弱连接)更能够发挥作

用, 事实上, 关系紧密的朋友也许根本帮不上忙. 于是他提出了著名的弱连接强度

的理论[81], 现已被认为是最有影响的社会学贡献之一.

在 20世纪末, 对复杂网络的科学探索发生了重要的转变, 复杂网络理论研究

不再局限于数学领域. 人们开始考虑节点数量众多, 连接结构复杂的实际网络的整

体特性, 在从物理学到生物学的众多学科中掀起了研究复杂网络的热潮. 有两个开

创性的工作可以看作是复杂网络研究新纪元开始的标志: 一个是Watts和 Strogatz

发表于 Nature的工作 [201], 另一个是 Barabási和 Albert发表于 Science的工作

[12]. 这两个工作分别揭示了复杂网络的小世界特征和无标度性质, 并建立了相应

的模型以阐述这些特性的产生机理. 复杂网络研究的简单历史见表 1.1.

1.3 复杂网络及其基本性质

一个具体的网络可抽象为一个由节点 (vertex, 或 node)集合 V 和边 (edge)集

合 E 组成的图 G = (V,E), 如图 1.3所示. 节点数记为 n = |V |, 边数记为m = |E|.
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表 1.1: 复杂网络研究的简史[199].

时间 (年) 人物 事件

1736 Euler 七桥问题

1959 Erdös和 Rényi 随机图理论

1967 Milgram 小世界实验

1973 Granovetter 弱连接强度

1998 Watts和 Strogatz 小世界模型

1999 Barabási和 Albert 无标度网络

edge

vertex

图 1.3: 由 8个节点和 10条边构成的小网络的例子[138].

E 中每条边都有 V 中一对点与之相对应. 如果任意点对 (i, j)与 (j, i)对应同一

条边, 则该网络称为无向网络 (undirected network), 否则称为有向网络 (directed

network). 如果给每条边都赋予相应的权值, 那么该网络就称为加权网络 (weighted

network), 否则称为无权网络 (unweighted network). 当然无权网络也可以看作是

每条边的权重都为 1的等权网络. 此外一个网络中还可能包含多种不同类型的节

点. 例如, 在社会关系网络中可以用权重表示两个人的熟悉程度, 而不同类型的节

点可以代表具有不同国籍, 地区, 年龄, 性别和收入的人. 图 1.4给出了几个不同类

型的网络的例子. 本文主要介绍的是无向网络, 并且假设没有重边和自环 (即任意

两个节点之间至多只有一条边, 且没有以同一个节点为起点和终点的边). 在图论

中, 没有重边和自环的图称为简单图 (simple graph). 关于图论中基本要素的较为

详细的介绍参见附录 A. 这里仅介绍一些基本的概念和性质.
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(b)

(d)

(a)

(c)

图 1.4: 不同类型网络的例子[138]. (a) 单一类型节点和和边构成的无向网络. (b) 不同类型节

点和边构成的无向网络. (c) 节点和边权重变化所构成的无向网络. (d) 有向网络.

节点 i的度 (degree)定义为与该节点连接的其它节点的数目, 记为 d(i). 有向

网络中的一个节点的度分为出度 (out-degree)和入度 (in-degree). 节点的出度是指

从该节点指向其它节点的边的数目, 节点的入度是指从其它节点指向该节点的边

的数目. 直观上看, 一个节点的度越大就意味着这个节点在某种意义上越重要. 网

络中所有节点 i的度 d(i)的平均值称为网络的 (节点)平均度, 记为 ⟨d⟩. 网络中的

两个节点 i和 j 之间的最短路径 (shortest path, 或 geodesic)定义为它们之间长度

最短的路径, 记为 sij. 网络中任意两个节点之间的最短路径的最大值称为网络的

直径 (diameter), 记为 D = maxij sij.

复杂网络的一个重要的局部定义是聚集系数 (clustering coefficient), 它描述

了与一个节点相连的节点之间也相连的属性[201]. 一般地, 假设节点 i的度为 d(i),

则称与之相连的 d(i)个节点为节点 i的邻居. 显然在这 d(i)个节点之间至多有

d(i)(d(i) − 1)/2条边, 而它们之间实际存在的边数 E(i)和总的可能的边数之比就

定义为节点 i的聚集系数 C(i), 即

C(i) =
2E(i)

d(i)(d(i)− 1)
=
与节点 i相连的三角形数量

与节点 i相连的三元组数量
, (1.1)

其中与节点 i相连的三元组是指包括节点 i的三个节点, 并且至少存在从节点 i到
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其它两个节点的两条边. 整个网络的聚集系数 C 定义为

C =
1

n

n∑
i=1

C(i). (1.2)

显然有 0 ≤ C ≤ 1. C = 0当且仅当所有的节点均为孤立节点, 即没有任何连接边;

C = 1当且仅当网络是完全图, 即网络中任意两个节点都有边连接. 对于一个 n个

节点的完全随机网络, 当 n很大时, C = O(n−1). 而许多大规模的实际网络都具有

明显的聚集效应, 它们的聚集系数尽管远小于 1, 但却比 O(n−1)要大很多. 事实上,

对于很多实际中的网络, 当 n → ∞时, C = O(1). 这意味着实际的复杂网络在某

种程度上具有“物以类聚, 人以群分”的特性[138].

下面将主要介绍真实世界中复杂网络的三个基本性质, 包括小世界性质, 无标

度性质以及社团结构性质.

1.3.1 小世界性质

一个社会网络就是一群人或团体按某种关系连接在一起而构成的一个系统.

这里的关系可以多种多样, 如个人之见的朋友关系, 同事之间的合作关系, 家庭

之间的联姻关系和公司之间的商业关系等等. 以朋友关系为例, 很多人可能都有

这样的经历: 偶尔碰到一个陌生人, 同他聊了一会儿后发现你认识的某个人居然

他也认识, 然后一起发出“这个世界真小”的概叹. 那么对于地球上任意两个人来

说, 借助第三者, 第四者这样的间接关系来建立起他们两人的联系, 平均需要通过

多少人呢? 20世纪 60年代美国哈佛大学的社会心理学家 Stanley Milgram的通过

一些社会调查后给出的推断是: 地球上任意两个人之间的平均距离是 6. 也就是

说, 平均中间只要通过 5个人, 你就能与地球上任何一个角落的任何一个人发生联

系. 这就是小世界效应 (small-world effect), 也就是著名的六度分离 (six degrees of

separation)推断[135].

现代版本则是哥伦比亚大学用 E-mail进行的类似的小世界实验[51]. 2001年,

哥伦比亚大学社会学系的Watts主持了一项最新的对六度分离理论的验证工程,

并建立了一个称为小世界项目 (small world project)的网站À. 166个不同国家的 6

Àhttp://smallworld.columbia.edu/
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万多名志愿者参加了该研究. Watts随机选定 18名目标, 要求志愿者选择其中的一

名作为自己的目标, 并发送 Email给自己认为最有可能发送邮件给目标的亲友. 最

终的实验结果表明邮件要达到目标, 平均也只要经历 5至 7个人左右.

在 [138]中, 定义网络的平均路径长度 l为任意两个节点之间的最短路径的平

均值, 也称网络的特征路径长度, 即

l =
1

1
2
n(n+ 1)

∑
i≥j

sij. (1.3)

为了便于处理, 上式包含了节点到自身的最短路径 (为 0); 如果不考虑节点到自身

的最短路径, 需在上述右端乘以 (n + 1)/(n − 1). 在实际应用中, 这么小的差别完

全可以忽略不计. 一个含有 n个节点和m条边的网络的平均路径长度可以用计算

量为 O(mn)的广度优先搜索算法来确定[2]. 尽管许多实际的复杂网络的节点数巨

大, 但是网络的平均路径长度却小的惊人. 具体地说, 一个网络称为是有小世界效

应的, 如果对于固定的网络节点平均度 ⟨d⟩, 平均路径长度 l的增加速度至多与网

络规模 n的对数成正比.

小世界效应对于网络上发生的过程的动力学具有显而易见的含义. 例如, 如果

考虑网络上信息或任何事物的传播, 小世界效应意味着在多数真实世界网络中传

播是非常快速的. 如果一个谣言从一个人传播到另一个人仅需 6步, 那么这将比传

播途中需要一百步或者一百万步的情况要快得多. 这影响了 Internet上一个信息

包从一台计算机到另一台所需的跳跃数, 一个飞机或火车乘客旅程的段数, 一种疾

病传播遍及整个人口的时间等等. 小世界效应也成为了一些著名的室内游戏的基

础, 特别是 Erdös数[46]和 Bacon数Á的计算.

1.3.2 无标度性质

网络中节点的度的分布情况可用度分布函数 (degree distribution function)

P (d)来描述, 它表示的是一个随机选定的节点的度恰好为 d的概率. 规则的格子具

有简单的度序列,因为所有节点具有相同的度,所以其度分布为Delta分布,它是个

单个尖峰. 网络中任何随机化倾向都将使这个尖峰的形状变宽. 完全随机图的度分

Áhttp://www.cs.virginia.edu/oracle/
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布近似为 Poisson分布, 其形状在远离峰值 ⟨d⟩处呈指数下降. 这意味着当 d≫ ⟨d⟩

时, 度为 d的节点实际上是不存在的. 因此, 这类网络也称均匀网络 (homogeneous

network). 然而近几年的研究表明, 许多实际网络的度分布明显不同于 Poisson分

布, 特别是许多网络的度分布可以用幂律 (power law)形式 P (d) ∝ d−γ 来更好地描

述[4, 138, 187]. 幂律分布曲线比 Poisson分布曲线下降要缓慢得多.

幂律 (power law)分布也称为无标度 (scale-free)分布, 具有幂律度分布的网络

也称为无标度网络, 这是由于幂律分布函数具有无标度性质Â. 在一个度分布为具

有适当幂指数 (通常为 2 ≤ γ ≤ 3)的幂律形式的大规模无标度网络中, 绝大部分

的节点的度相对很低, 但存在少量的度相对很高的节点. 因此, 这类网络也称非均

匀网络 (inhomogeneous network)[5], 而那些度相对很高的节点称为网络的集线器

(hub)[4, 187].

另外一种表示度数据的方法是绘制累积度分布函数 (cumulative degree

distribution function)

Pd =
∞∑

d′=d

P (d′), (1.4)

它表示的是度不小于 d的节点的概率分布.如果度分布为幂律分布,即 P (d) ∝ d−γ,

那么累积度分布函数服从 γ − 1的幂律

Pd ∝
∞∑

d′=d

d′−γ ∝ d−(γ−1). (1.5)

如果度分布为指数分布, 即 P (d) ∝ e−d/κ, 其中 κ > 0是一常数, 那么累积度分布函

数也是指数分布, 且具有相同的指数

Pd ∝
∞∑

d′=d

e−d′/κ ∝ e−d/κ. (1.6)

幂律分布在对数坐标系中对应于一条直线, 而指数分布在半对数坐标系中对应于

一条直线, 因此分别通过采用对数坐标和半对数坐标就可以很容易识别幂律和指

Â幂律分布函数的无标度性质: 考虑一个概率分布函数 f(x), 如果对任意给定常数 a, 存在常数 b使得函数

f(x)满足如下的无标度条件 f(ax) = bf(x), 那么必有 (假定 f(1)f ′(1) ̸= 0)

f(x) = f(1)x−γ , γ = − f(1)

f ′(1)
.

也就是说, 幂律分布函数是唯一满足无标度条件的概率分布函数[4, 187].
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图 1.5: 六种网络的累积度分布曲线[138]. (a) 数学合作网络. (b) 引用网络. (c) WWW子网.

(d) Internet. (e) 电力网络. (f) 蛋白质相互作用网络.

数分布. 图 1.5给出了一些网络的累积度分布曲线, 横轴是节点的度 (对于有向的

引用网络和WWW子网, 表示入度), 纵轴是累计度分布. 其中 (a)对应于数学合作

网络, (b)是 1981至 1997年间 Institute for Scientific Information上发表的文献之

间的引用网络, (c)为1999年的WWW的一个拥有 3亿个节点的子网, (d)对应于

1999年 4月的自治 (autonomous system, AS)层的 Internet, (e)表示美国西部电力

网络, (f)表示酵母菌代谢网络中的蛋白质相互作用网络. 曲线 (c), (d)和 (f)服从

幂律, 分布曲线在对数坐标系中基本为直线形式; (b)只在末端服从幂律; (e)服从

指数分布 (半对数坐标); (a)看上去像两个不同指数的幂律曲线的组合.

1.3.3 社团结构性质

随着对网络性质的物理意义和数学特性的深入研究, 人们发现许多实际网络

都具有一个共同性质, 即社团结构 (community structure). 也就是说, 整个网络是

由若干个“群 (group)”或“团 (cluster)”构成的. 每个社团内部的节点之间的连接相

对非常紧密, 但是各个社团之间的连接相对来说却非常稀疏, 如图 1.6所示. 图中

的网络包含三个社团, 分别对应于三个虚线圆圈包围的部分. 在这些社团内部, 节
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图 1.6: 一个小型的具有社团结构性质的网络示意图[139]. 图中的网络包含三个社团, 分别对

应于三个虚线圆圈包围的部分. 在这些社团内部, 节点之间的联系非常紧密, 而社团之间的联

系就稀疏得多.

点之间的联系非常紧密, 而社团之间的联系就稀疏得多.

一般而言, 社团可以包含模块 (module), 类 (class), 群 (group), 团 (cluster)等

各种含义. 例如, WWW可以看成是由大量网站社团组成的, 其中同一个社团的各

个网站所讨论的都是一些具有共同兴趣的话题[1, 68]. 类似地, 在生物网络或者电路

网络中, 同样可以将各个节点根据其不同的性质划分为不同的社团[136, 181]. 揭示复

杂网络中的社团结构, 对于了解网络结构与分析网络特性都是很重要的. 社团结构

分析在生物学, 物理学, 计算机图形学和社会学中都有广泛的应用[70, 77, 139, 144].

真实世界中的复杂网络社团结构如图 1.7, 1.8, 1.9和 1.10所示. 图 1.7给出了

蛋白质之间相互作用网络的社团结构, 这是一只老鼠的癌细胞中蛋白质之间的相

互作用[97], 由 Palla等人提出的派系过滤算法[151]所得到的社团标记为不同的颜色.

图 1.8展示了进行网络研究的物理学家之间的合作网络的最大分量的社团结构, 这

个网络由出现在 [138]的冗长的参考文献里的作者名字所构成, 不同的颜色表示用

[144]中的算法的最短路径介数 (betweenness)形式所得到的最优分区的社团. 图

1.9描述的是查尔斯·狄更斯 (Charles Dickens)的小说《大卫·科波菲尔》(David

Copperfield)中通常出现的英语词汇之间的邻接网络应用 [141]中的算法得到的社

团结构[141], 其中圆形表示小说中的形容词, 方形表示名词. 图 1.10画出了一个网
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图 1.7: 蛋白质之间相互作用网络的社团结构[97]. 图中画出了一只老鼠的癌细胞中蛋白质之

间的相互作用. 由 Palla等人提出的派系过滤算法[151]所得到的社团标记为不同的颜色.

站的网页与它们之间的超链接所构成的网络的社团结构, 这里也采用 [144]中的算

法的最短路径介数 (betweenness)形式所得到的结果.

本文即将探索研究诸如上述例子的复杂网络社团结构的算法.

1.4 研究复杂网络社团结构的主要算法

历史中研究复杂网络社团结构的算法层出不穷, 如图 1.11所示, 基本问题包括

传统方法, 模量最大化方法, 动力学方法以及基于统计推断的方法. 其它类型的问

题的方法, 如检测重叠社团的方法, 多尺度分级聚类方法, 检测动态社团的方法等

等在此不再赘述[70]. 本节内容主要参考 [70].

– 13 –



1.4 研究复杂网络社团结构的主要算法 北京大学博士研究生学位论文

Chakrabarti

Sen

Manna

Chatterjee

Newman

Moore

Sneppen
Park

Strogatz

Watts
Callaway

Hopcroft

Kleinberg

Girvan

Dodds

Weigt

Vazquez

Barrat

Monasson

Zecchina

Berg

Leone

Munoz

Barabasi

Castellano

Vespignani

Pastor-Satorras

Caldarelli

Ben-AvrahamCapocci

Alava

Bianconi

Kim
Choi

Kim
Jeong

Kahng

Goh

Hong

Oh

Barthelemy

Havlin
Stanley

Amaral

Scala

Kertesz

Cohen
Erez

Rozenfeld

Schwartz

Moreira

LiljerosEdling

Stroud

Minnhagen

Kim

Holme

Trusina

Redner

Mendes

Krapivsky Rodgers

Leyvraz

Vazquez

Dorogovtsev

Goltsev

Samukhin

Arenas

Guimera

Camacho

Maritan

Banavar

Giacometti

Flammini
Rinaldo

Bornholdt

Maslov

Simonsen

Eriksen

Zaliznyak

PennaHerrmann

Stauffer
Moukarzel

Szabo

Lahtinen

Kaski

Sreeram Dasgupta
Mukherjee

Tadic

Ergun

Kulkarni
Almaas

Neda

Ravasz
VicsekFarkasOltvai

Somera

Mongru

Albert

Tombor
Yook

Mason

Rajagopalan

Podani

Szathmary

Rubi

Sole

Vilone

Moreno

Boguna

Ebel

Davidsen

Schuster

Klemm

Mielsch

Han
Yoon

Holyst

Aleksiejuk

Fronczak

Jedynak

Sienkiewicz

Rothman
Smith

Kepler

Huss

Stadler

Gleiss

Wagner

Fell

Barahona

Gomez

Pacheco

Lassig

Danon

Cabrales

Selman

Ferrer i Cancho

Valverde

Andrade

Eguiluz

Pecora

Chakrabarti

Sen

Manna

Chatterjee

Newman

Moore

Sneppen
Park

Strogatz

Watts
Callaway

Hopcroft

Kleinberg

Girvan

Dodds

Weigt

Vazquez

Barrat

Monasson

Zecchina

Berg

Leone

Munoz

Barabasi

Castellano

Vespignani

Pastor-Satorras

Caldarelli

Ben-AvrahamCapocci

Alava

Bianconi

Kim
Choi

Kim
Jeong

Kahng

Goh

Hong

Oh

Barthelemy

Havlin
Stanley

Amaral

Scala

Kertesz

Cohen
Erez

Rozenfeld

Schwartz

Moreira

LiljerosEdling

Stroud

Minnhagen

Kim

Holme

Trusina

Redner

Mendes

Krapivsky Rodgers

Leyvraz

Vazquez

Dorogovtsev

Goltsev

Samukhin

Arenas

Guimera

Camacho

Maritan

Banavar

Giacometti

Flammini
Rinaldo

Bornholdt

Maslov

Simonsen

Eriksen

Zaliznyak

PennaHerrmann

Stauffer
Moukarzel

Szabo

Lahtinen

Kaski

Sreeram Dasgupta
Mukherjee

Tadic

Ergun

Kulkarni
Almaas

Neda

Ravasz
VicsekFarkasOltvai

Somera

Mongru

Albert

Tombor
Yook

Mason

Rajagopalan

Podani

Szathmary

Rubi

Sole

Vilone

Moreno

Boguna

Ebel

Davidsen

Schuster

Klemm

Mielsch

Han
Yoon

Holyst

Aleksiejuk

Fronczak

Jedynak

Sienkiewicz

Rothman
Smith

Kepler

Huss

Stadler

Gleiss

Wagner

Fell

Barahona

Gomez

Pacheco

Lassig

Danon

Cabrales

Selman

Ferrer i Cancho

Valverde

Andrade

Eguiluz

Pecora

(a)

(b)

(c)

图 1.8: 进行网络研究的物理学家之间的合作网络的最大分量的社团结构[144]. 这个网络由出

现在 [138]的冗长的参考文献里的作者名字构成. (a) 物理学家之间的合作网络最大分量的原

始网络. (b) 用 [144]中的算法的最短路径介数形式所得到的最优分区的社团, 以不同的颜色表

示. (c) 将每个社团表示成节点且将社团之间的合作表示成边所得到的粗粒化网络, 其中边的

粗细与社团之间合作的对数成正比. 显然, (c)揭示出了许多在原始网络 (a)中不容易看出的

信息.
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图 1.9: 查尔斯·狄更斯的小说《大卫·科波菲尔》中通常出现的英语词汇之间的邻接网络

的社团结构[141]. 其中圆形表示小说中的形容词, 方形表示名词. 这是用 [141]中的算法得到的

结果.

图 1.10: 一个网站的网页与它们之间的超链接所构成的网络的社团结构[144]. 用 [144]中的算

法的最短路径介数形式所得到的最优分区的社团, 以不同的颜色表示.

1.4.1 传统方法

图形分割方法. 图形分割方法包括著名的 Kernighan-Lin 算法[100]及其推

广[188], 谱平分法[15]. Ford和 Fulkerson提出最大流量最小切割定理[69], Goldberg
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k-means

,

图 1.11: 研究复杂网络社团结构的主要算法[70]的组织结构图.

和 Tarjan提出计算图中最大流量的算法[78], Flake等人利用最大流量来确定社团

结构[68]. 其它的图形分割方法包括能级结构分割, 几何算法, 多层算法等等[156].

分级聚类方法. 又分为凝聚算法和分裂算法两类[86]. 分裂算法包括著名的

Girvan和 Newman提出的 GN算法[77, 144], Tyler等人提出的算法[192, 203], Rattigan

等人提出的算法[161], Holme等人提出的算法[90], 以及 Radicchi等人提出了自包
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含 GN算法[158], Fortunato等人提出的算法[72]等等. 凝聚算法包括 Newman快速

算法[140], Clauset等人提出的算法[39], Latapy和 Pons提出的算法[155], Bagrow和

Bollt提出的算法[10], 以及 Donetti和Muñoz提出的结合谱分析的凝聚算法[53, 54]等

等.

k-means 型方法. 这是研究数据点集合中聚类的一类流行的方法, 常用的方

法包括 minimum k-clustering, k-clustering sum, k-center, k-median等等[70, 86]. 最

流行的方法莫过于 k-means算法[127], 及其向图中的推广[88, 173]. 另一个流行的方法

fuzzy c-means算法[19, 58]考虑到一个样本点可能同时属于两个或者更多的分区.

谱方法. 这是一种利用图矩阵 (关于图矩阵的介绍见附录 A.2)的特征向量来

进行分区的方法 [185, 195]. 首次根据邻接矩阵的特征向量来提出谱分割方法的是

Donath和 Hoffman[52], 同一年 Fiedler根据 Laplace矩阵的第二小特征值的特征向

量提出的平分法[67]. 此外还有 Shi和 Malik提出基于非归一化 Laplace矩阵的算

法[132, 182], Ng等人提出基于归一化 Laplace矩阵的算法[146]. Donetti设计了基于

Laplace矩阵特征向量的方法[53], Wu和 Huberman提出了一种基于电阻网络电压

谱的快速谱分割法[205], Capocci等人提出的方法[26], Yang和 Liu提出的递归平分

法[209]等等.

1.4.2 模量最大化方法

贪婪算法. 包括著名的 Newman快速算法[140], Clauset 等人提出的算法[39],

Danon等人提出的算法[42], Wakita和 Tsurumi提出的算法[196], Blondel等人提出

的算法[20], 以及 Schuetz和 Caflisch提出的算法[175, 176]等等.

模拟退火方法. Guimerà 等人首次将模拟退火[103, 133]运用到模量最优化问

题[82, 83], 并在后来得到进一步发展和应用[129, 131]. 本文中的部分工作[117–119]就利

用了模拟退火结合迭代法的策略来最优化目标函数, 包括有效性指标和模量以及

模糊模量的形式.

极值最优化方法. 这是一种由 Boettcher和 Percus提出的启发式搜索方法[23],

这个方法并由 Duch和 Arenas应用于模量最优化问题[57], 其基本思想是通过调整

局部极值来优化全局的变量, 从而提高运算效率.
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谱最优化方法. 首次由 Newman提出[141, 142], 将 Laplace矩阵替换为模量矩阵

并通过谱平分法得到最优化模量的两部分, 后来又得到进一步推广和应用, 包括

Wang等人提出的算法[198], Sun等人提出的算法[190], 以及 Richardson等人提出的

算法[165]等等.

1.4.3 动力学方法

基于自旋模型的方法. 基于自旋模型[206]的方法主要包括 Reichardt和 Born-

holdt提出的方法[163], Ispolatov等人提出的方法[94], Son等人提出的方法[184], 以及

Ronhovde和 Nussinov提出的方法[167]等等.

基于随机游动的方法. 基于随机游动[93]的方法主要包括 Zhou等人提出的方

法[213–215], Latapy和 Pons提出的方法[155], Hu等人提出的方法[92], Delvenne等人

提出的方法[48], E等人提出的方法[60], 以及 Van Dongen提出的方法[55]等等.

基于同步的方法. 首次提出基于同步[154]的方法的是 Arenas, Dı́az-Guilera和

Pérez-Vicente[6, 7], 此外还有 Boccaletti等人提出的方法[21], 以及 Li等人提出的方

法[113]等等.

1.4.4 基于统计推断的方法

生成模型. 基于Bayesian推断 (生成模型)[204]的方法主要包括Hastings提出的

方法[87], Newman和 Leicht提出的方法[145], Vazquez提出的方法[193], Ramasco和

Mungan提出的方法[159], Čopič等人提出的方法[194], Zanghi等人提出的方法[212],

以及 Hofman和Wiggins提出的方法[89].

模块模型, 模型选择以及信息论. 基于模块模型[56]的方法有 Reichardt 和

White提出的方法[164]; 基于模型选择[25]及相关准则[3, 166, 178, 197]的方法有 Rosvall

和 Bergstrom 提出的方法[168–170], 以及 Chakrabarti 提出的方法[27]; 基于信息

论[126]的方法有 Ziv等提出的方法[216].
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图 1.12: 具有 4个社团的 ad hoc网络: 对于较低的 zout, 社团很容易被区分出来; 对于较高的

zout, 社团结构变得较为复杂
[43]. 在识别社团过程中, 归一化互信息看起来比节点识别的正确

率对于误差更为敏感. 这里给出的是 Newman快速算法[140]和极值最优化算法[57]的结果.

1.5 研究复杂网络社团结构的主要算例

1.5.1 人工生成的网络

128 个节点的 ad hoc 网络. 这是一个在很多文章中考虑过的典型的基准网

络[43, 70, 77, 144], 它具有已知的社团结构并构造如下. 假设选取 n = 128个节点, 分

成 4个社团, 每个社团包含 32个节点. 假设属于相同社团的节点对以概率 pin相连

接, 而属于不同社团的节点对以概率 pout相连接. 这些值得选取要使得平均节点度

⟨d⟩固定为 ⟨d⟩ = 16. 换句话说, pin和 pout有如下关系

31pin + 96pout = 16. (1.7)

这里自然地选择节点组 S1 = {1 : 32}, S2 = {33 : 64}, S3 = {65 : 96}, S4 =

{97 : 128}. 通常定义 zout 为某个节点与属于其它社团节点之间连接的平均数,

即 zout = 96pout, 并用这个量作为一个控制参数. zout 越大, 社团就变得越模糊

(diffusive). 为比较固定模块结构与算法得到的结构, 可以将 zout 从小到大地变化,
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FIG. 1. �Color online� A realization of the new benchmark, with

LANCICHINETTI, FORTUNATO, AND RADICCHI PHYSICAL REVIEW E 78, 046110 �2008�

图 1.13: n = 500个节点的 LFR基准网络的一个实现[111].

并考察两个被证实是可靠的量: 节点识别的正确率 (fraction of correctly identified

nodes)[43, 77, 144], 以及归一化互信息 (normalized mutual information)[43, 109, 111]. 归

一化互信息的定义基于模糊矩阵M , 其行对应于真实社团, 其列对应于找到的社

团. M 的分量Mkl 为出现在找到的社团 Sl 中的真实社团 Sk 中的节点数目. 真实

社团数目记为Nr, 而找到的社团数目记为Nf . 矩阵Mkl对第 k行求和记为Mk, 对

第 l列求和记为Ml. 基于信息论
[126]的分划之间相似性的度量定义为

I(Sr,Sf ) =
−2
∑Nr

k=1

∑Nf

l=1Mkl log(
nMkl

MkMl
)∑Nr

k=1Mk log(
Mk

n
) +

∑Nf

l=1Ml log(
Ml

n
)
. (1.8)

图 1.12给出了 Newman快速算法[140]和极值最优化算法[57]测试于 ad hoc网络的结

果.

LFR 基准网络. LFR基准网络[108, 109, 111]是为研究社团结构而构造的一个现

实主义的网络, 它同时要求节点度和社团规模的非均匀性. 节点度服从指数为 γ 的

幂律分布, 而社团规模服从指数为 β 的幂律分布. 在 LFR基准网络的构造中, 每个

节点坚决地接收它的度并保持它固定直到最后. 更为实际的做法是选取混合参数

µ作为独立参数, 它表示一个节点关于它所在社团的外面的度与全部度之间的比

率[111]. 图 1.13给出了 n = 500个节点的 LFR基准网络的一个实现. LFR基准网

络可进一步地推广到具有重叠社团的情形[108], 相应的对于重叠社团的广义化的归
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一化互信息被提出并用来实现测试算法的目的[110].

Gauss 混合模型生成的样本网络. 这个模型与 Penrose提出的随机几何图的

概念[153]有关, 只是在本文中选取 Gauss混合模型, 而不再是 [153]中的均匀分布.

首先, 在二维欧式空间中生成 n个样本点 {xi}其服从K-Gauss混合分布

K∑
k=1

qkG (µk,Σk) , (1.9)

其中 {qk}是混合比例且满足 0 < qk < 1,
∑K

k=1 qk = 1, 这里 µk 和 Σk 分别是每个

分量的均值和协方差矩阵. 然后, 根据阀值策略生成网络, 即若 |xi − xj| ≤ dist, 在

第 i个和第 j 个节点之间赋一条边; 否则它们不相连. 根据这个策略, 网络的拓扑

由这个度量所诱导. 因此这个网络的某些性质, 例如聚类的性质, 由这个度量得到

了继承. 这是本文中利用这个模型的基本动机. 在后面的第四,五,六章将使用这个

模型网络来测试算法.

Mueller势生成的样本网络. 这是一个 Langevin轨道点与阀值准则结合起来

而形成的网络, 类似于 Gauss混合模型生成的样本网络. 考虑 Langevin动力学

dXt = −∇V (Xt)dt+
√
εdWt, (1.10)

这里选取的Mueller势 V (x, y)具有如下形式

V (x, y) =
4∑

i=1

Ai exp(ai(x− xi)
2 + bi(x− xi)(y − yi) + ci(y − yi)

2) (1.11)

其中参数为

A = (−200,−100,−170, 15),

a = (−1,−1,−6.5, 0.7),

b = (0, 0, 11, 0.6),

c = (−10,−10,−6.5, 0.7),

x = (1, 0,−0.5,−1),

y = (0, 0.5, 1.5, 1).

如第四章中图 4.8和图 4.9所示, 它有三个局部极小值点, 分别标记为 A,B 和 C;

两个鞍点, 分别标记为 D和 E. 由弦方法[61, 62]得到的从 A到 C 得最小能量路径也
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图 1.14: (a) Zachary空手道俱乐部网络的社团结构[210]. 节点 1和节点 33分别表示俱乐部的

管理者和主教练. 深色方形代表在俱乐部分裂后跟随俱乐部管理者的成员, 浅色圆形代表跟随

俱乐部教练的成员. (b) 新西兰道尔福峡湾的宽吻海豚网络的社团结构[121, 122]. 方形和圆形代

表网络主要分裂成两个社团, 圆形进一步细分为四个较小的社团, 由不同颜色深度的节点表示.

这两个图均是用 [144]中的算法的最短路径介数形式所得到结果.

在这两个图中绘出. 作为反应路径中的瓶颈的鞍点 D和E 起到了不同能量盆地之

间的转移状态的作用. 利用如下的 Euler-Maruyama格式[105]可得到样本点

Xn+1 = Xn − δt∇V (Xn) +
√
εδWn, (1.12)

其中 δWn为标准 Gauss随机变量 G(0, δtI). 于是可选取 n个样本点. 然后类似于

Gauss混合模型, 根据阀值 dist生成网络. 由于三个极小值点 A,B和 C, 故社团结

果数目的选取为 N = 3.

1.5.2 真实世界中的网络

空手道俱乐部网络. 这个网络是由Wayne Zachary在观察一所美国大学空手

道俱乐部成员之间的社会联系而构建的[210]. 不久, 俱乐部的管理者和主教练之间

发生争吵, 于是俱乐部分裂成两个小俱乐部. 如图 1.14(a)所示, 在空手道俱乐部

网络中有 34个节点, 每个节点表示俱乐部中的一个成员. 节点 1和节点 33分别

表示俱乐部的管理者和主教练. 深色方形代表在俱乐部分裂后跟随俱乐部管理

者的成员, 浅色圆形代表跟随俱乐部教练的成员. 在 [210]中, Zachary给出分区

– 22 –



北京大学博士研究生学位论文 第一章 绪　论

S1 = {1 : 8, 11 : 14, 17, 18, 20, 22}和 S2 = {9, 10, 15, 16, 19, 21, 23 : 34}. 这个网络广

泛地应用于验证研究网络社团结构的算法[70, 77, 144].

宽吻海豚网络. 宽吻海豚网络由生活在新西兰道尔福峡湾 (神奇湾)的一个组

织中的 62只宽吻海豚之间的频繁联系所构成的无向社会网络[121, 122]. 这个网络是

由 Lusseau对这些海豚七年的现场研究而构造的, 通过对于统计上的重要且频繁

的联系的观察而建立每对海豚之间的边[121]. 如图 1.14(b)所示, 网络分裂成两个较

大的社团, 分别用圆形和方形表示, 并且这两个社团中较大的那个继续分裂成四个

较小的子社团, 由不同的颜色深度表示. 分裂为两个较大社团对应于海豚组织的根

据年龄一个已知的分区[122]. Lusseau指出, 在为期两年的对于这些海豚的观察的时

间里, 这些海豚依照 [144]中算法的结果分成两个社团, 这显然因为在两个社团之

间的沿线上的个体的消失. 当这些消失的部分个体后来又再次出现的时候, 网络的

两半又重新聚在了一起. 正如 Lusseau指出, 这种形式的发展说明研究海豚的网络

不仅是出于对科学本身的好奇心, 而是像人类社会网络那样, 紧密的与社会进化连

接在一起. 网络中较大一半的社团也似乎相对应动物中的真实分区: 最大的子社团

几乎完全为雌性海豚组成, 而其它子社团几乎全部为雄性海豚, 从而可以推测雄性

海豚社团之间的分区由母系家族所主导.

美国政治书籍网络. 这个网络是由 V. Krebs编制的关于美国政治的书籍的网

络Ã. 网络中的节点表示从在线书商 Amazon.com上购买的最近的 105本关于美国

政治的书籍, 连接书籍对的边表示这两本书频繁地由相同顾客购买. 书籍的分类是

按照它们所陈述的明显的政治立场, 自由党或者保守党, 除了一小部分书籍是明确

的两党派或中立者, 或者没有明确的从属关系[142]. 图 1.15(a)展现了不同形状代表

书籍的政治上的组合: 圆形 (蓝色)为自由党, 方形 (红色)为保守党, 三角形 (紫色)

为中立或无党派. 并给出了由 [142]中算法得到的结果. 这种算法发现网络的四个

社团, 由图中的虚线标出并分开. 可以看到其中的一个社团几乎完全由自由党书籍

组成, 还有一个几乎完全由保守党书籍组成. 大多数的中立的书籍在其余的两个社

团中. 因此这些书似乎形成了与政治观点密切相关的联合购买的社团, 结果支持

[142]中算法能够从原始数据网络中提取有意义的结果. 特别有趣的是, 中立的书籍

Ã未出版, 但是可见于 http://www.orget.com/
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具有属于他们自己的社团, 而不是像多数情况下那样并归于自由党社团或保守党

社团, 这或许指出政治温和派形成他们自己的购买社团.

小说《悲惨世界》人物关系网络. 这是维克多·雨果 (Victor Hugo)创作的关

于法国恢复后的犯罪与救赎的长篇巨著《悲惨世界》(Les Misérables)中的主要人

物之间的相互关系所构成的网络, 它是由 Knuth根据戏剧的场次中出现的人物列

表而构造的[106]. 网络中的节点代表人物, 两个节点之间的边代表与相关人物共同

出现在一场或多场中. 图 1.15(b)中给出了由 [144]中算法的最短路径形式得到的

11个社团, 分别用不同的颜色表示. 社团清楚地反映了书中次要情节的结构: 主角

Jean Valjean和他的复仇者, 警务人员 Javert均是网络的重要成员, 并形成由他们

的拥护者组成的社团的中心. 其它集中在Marius, Cosette, Fantine和主教Myrial

的次要情节也在图中表现出来.

圣达菲研究所科学家合作网络. 这是美国新墨西哥州圣达菲 (Santa Fe)的一

个交叉学科研究中心: 圣达菲研究所中的科学家之间的合作网络[77]. 在这个网络

中的 271节点代表在 1999-2000年居住在圣达菲研究所的科学家以及他们的合作

者. 如果在同样的时间段内, 两个科学家之间合作过一篇或者更多的论文, 则他们

之间就画上一条带权重的边. 这个网络包含了上述科学家出版的所有杂志和书籍,

连同所有出现在研究所的技术报告系列中的文章. 平均起来, 每个科学家近似地与

其他五个人合作文章. 图 1.15(c)中给出了将 [77]中算法应用于合作网络的最大分

量所得到的结果. 这个网络由 118个科学家组成, 根据分区结果将 4个社团的节点

表示为不同的形状. 网络分成了几个强大的社团, 并且主要根据学科之间的差异区

分开来. 图中位于顶部的社团 (菱形)是最差良定义的, 它表示利用基于智能体模

型来研究经济和交通流量问题的科学家组成的社团. 下面一个社团 (圆形)表示研

究生态学中数学模型的科学家组成的社团, 形成了一个相当凝聚的结构. 最大的社

团 (方形)是主要研究统计物理的科学家组成的社团, 并且进一步细分区成几个良

定义的更小的社团, 用不同颜色深度表示. 在这个情形下, 每个子社团看起来围绕

在一个主导成员的研究兴趣周围. 最后的位于图中底部的社团 (三角形)是主要研

究 RNA结构的科学家组成的社团.

美国足球队网络. 这个网络表示美国大学生足球联联赛 2000年第一季度的比
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赛日程[77]. 网络中的节点表示 115个由学校名字命名的足球队, 连接两个节点的边

表示他们之间的规则季度赛. 使这个网络有趣的是它包含了一个已知的社团结构.

这些足球队被分成一些联盟, 每个联盟包含 8到 12个足球队. 同一个联盟中的球

队之间的比赛比不同联盟球队之间的比赛要频繁, 这些球队在 2000赛季要参加平

均 7场的联盟内部比赛和 4场联盟之间比赛. 联盟之间比赛不是均匀分布的, 一支

球队在地理位置上靠近另一支球队但是属于不同的联盟比相隔遥远的地理距离的

球队比赛频繁. 图 1.15(d)中给出了由 [77]中算法得到的反映这个网络社团结构的

层次树, 并很成功地识别了联盟结构. 几乎所有的球队都正确地与他们联盟内的其

他球队分组在一起. 有少部分独立球队不属于任何联盟, 他们倾向于同他们密切联

系的球队分到一个联盟. 极少数未识别出的情况实际上由于比赛时间表里的细微

差别. 例如, Sunbelt联盟分成两部分, 并和Western Athletic联盟的球队组合在一

起. 这种情况的发生由于 Sunbelt联盟的球队与Western Athletic联盟的球队的比

赛几乎与他们在各自联盟内部比赛的次数几乎相同.

1.6 章节概要

本文共分七章, 除本章外, 其余六章的结构如下文所述.

第二章将介绍本文的动力学分区方法所涉及的理论基础, 以及与确定性分区

方法[60]相似的工作. 其中理论基础包括 Chorin等人提出的最优预测理论[31–35]和

Schütte等人提出的不变集合体的识别方法[47, 49, 50, 177], 与确定性分区方法具有某

些相似思想的工作包括Meila和 Shi提出的图像分割中的MNCut算法[132, 182]以及

Lafon和 Lee提出的数据挖掘中的扩散映射方法[40, 41, 107, 137].

第三章将介绍基于最优预测理论[31–35]的网络确定性分区的方法[60]. 其基本思

想是将网络与随机游动Markov动力学[120]联系起来, 然后引入马氏链空间中的一

种度量, 即前向算子的 Hilbert-Schmidt范数, 并且在这个度量下最优约化马氏链.

最终的极小化问题由聚类分析中的传统 k-means算法[86]的一个变形来求解.

第四章将第三章介绍的工作扩展到概率性的框架中[114, 116]. 此时网络中的每

个节点以某一概率从属于某一社团, 而不是将节点分配到确定的社团中. 作者提出

一个概率分布空间的自由能函数, 当温度为 −∞时, 该自由能函数退化成第三章中
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提出的目标函数. 对于这个概率性的框架, 构造了相应的网络概率性分区的算法.

这种扩展是十分自然和有价值的, 特别是对于那些没有显著社团结构的网络, 概率

性分区通常包含更多详细的信息.

第五章将解决网络确定性分区的自动模型选择[118]. 利用有效性指标 (validity

index)的思想, 构造了一个新的针对于第三章中网络确定性分区的有效性指标函

数, 来度量识别出的社团结构的优良程度, 它包含每个分区的紧密程度和分离程度

这两个因素. 然后利用模拟退火的策略[103, 133]来得到这个函数的极小值. 这种结合

了之前的变形 k-means的模拟退火方法不仅可以有效得到网络的社团结构, 而且

不用任何关于社团结构的先验信息就可以自动确定出社团的数目.

第六章将分别利用模量 (modularity)和模糊模量 (fuzzy modularity)来实现复

杂网络确定性分区和概率性分区的自动模型选择[117, 119]. 6.1中算法不仅可以确定

社团结构, 还可以确定每个社团的中心节点, 并且最优社团数目在可以被自动地确

定, 而不需要任何关于社团结构的先验信息. 6.2提出了模糊模量函数来衡量网络

概率性分区的优良性, 相应的算法可以给出每个节点属于不同社团的概率, 并成功

地克服了第四章中算法的弱点, 即此时社团数目可以被自动确定而不再是将它固

定为已知的模型参数, 并且初始模糊分区可以随机选取.

第七章将简要的总结本文的工作, 展现本论文创新点和不足, 并将本论文提出

的一些算法与文献中的其它方法进行比较分析, 最后对未来将要继续研究的内容

进行了展望.
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图 1.15: (a) Krebs编制的关于美国政治的书籍网络[142]. (b) 维克多·雨果的小说《悲惨世

界》的主要人物之间的相互关系网络[144]. (c) 圣达菲研究所科学家合作网络的最大分量[77].

(d) 反映美国大学生足球联联赛 2000年第一季度的比赛日程的网络的层次树[77].
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第二章 基于最优预测的动力学方法的

理论基础

本章将介绍本文的动力学分区方法所涉及的理论基础, 以及与确定性分区

方法[60]相似的工作. 其中理论基础包括 Chorin等人提出的最优预测理论[31–35]和

Schütte等人提出的不变集合体的识别方法[47, 49, 50, 177], 与确定性分区方法具有某

些相似思想的工作包括Meila和 Shi提出的图像分割中的MNCut算法[132, 182]以及

Lafon和 Lee提出的数据挖掘中的扩散映射方法[40, 41, 107, 137]. 本文的动力学分区

方法所涉及的理论基础, 以及与确定性分区方法[60]相似的工作.

2.1 最优预测理论

现代科学中有许多问题的解是用一组微分方程来描述的, 然而有些方程的解

由于太复杂而不能被数值地求出. 精确的数值解要求问题可以被良好地解决, 即在

计算中保持足够多的变量 (自由度)来表示解的全部相关的特征. 有很多在实践中

不能得到良好解决的著名的例子, 包括扰动以及统计物理和经济学中的各种各样

的问题. 在这一节中即将讨论考虑这样的不能被良好解决的问题.

本节内容主要参考 [33].

2.1.1 目标与方法概述

考虑具有如下形式的偏微分方程

∂u

∂t
= R(u), (2.1)

其中 t为时间, R(u) = R(u, ∂u/∂x, . . .)为一个关于其自变量的函数 (通常是非线

性的). 假设 (2.1)的解空间中的一种度量在由 (2.1)诱导的流 (flow)下是不变量,

而它是什么是已知的. 记关于这个测度的均值为 ⟨·⟩. 进一步假设不能解出 u, 但是
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可以在少量的网点上发现关于 u的一些信息; 这些信息可由点值组成, 但在物理上

和数学上更合理的假设是, 如果已有“过滤”值, 它们将实际上由真实的物理度量产

生. 因此, Chorin等人假设在网格点上具有值 ūα, 定义为

ūα(t) =

∫
G(x− xα)u(x, t)dx, (2.2)

这里 α是网格上的指标. 核函数 G可表示诸如空间平均这样的量. (2.2)中的粗网

格数据确定了在时间方向的每个时刻的一个子集的函数 (这些函数是符合观察值

的). 记在这个限制子集上的均值为 ⟨·⟩ū, 称在这个限制子集上的测度为“约束测

度”. 如果问题有待求解, 则这个测度可表示为函数的一个非平凡集合. 注意到限制

测度不是不变量; 事实上, 如果初始的不变测度是遍历的, 则限制测度在时间上趋

于非限制测度; 例如, 如果要求初始时所有函数假设在网格点给定值, 则没有理由

相信微分方程的由这些数据所进化出来的解在后面的时间中仍然在网格点上取相

同的值.

Chorin等人的目的是计算关于约束测度的均值; 这些均值表示能够从粗网格

中得到的, 关于不能在其上表示的“不可见”自由度的平均. 给定约束测度和过滤

值, 可通过插值 (等价于线性回归[152])来得到解的均值和矩, 从而出于忽略误差的

实践目的可得到这些量在计算点处的平均导数. 余下的问题是表征约束测度的进

化, 使得平均解和任意阶矩可以按时间更新. Chorin等人的假设是由 N 个过滤器

限制的约束测度保持不变测度,其中N 是网格点的个数. 因此,过滤器随时间变化.

下面的公式将与适合确定演化过滤器的参数的进化的量联系起来. 这里, Chorin

等人通过假设过滤器由平均解 (或解的高阶矩)的演化所确定, 将寻找演化过滤器

的问题简化. 这等价于假设方程

dūα
dt

(t) =

⟨∫
G(x− xα)R(u)dx

⟩
ū(t)

(2.3)

是由 (2.1)和 (2.2)给出的 ūα(t)的真实演化的一个很好的近似. 当然, 这个假设

的有效性依赖于过滤器 G的选择. 下面将进一步假设测度是 Gauss分布或近似

Gauss分布的.

两个成功的关键点是: (i) 关于正确的约束测度的均值, (ii) 当解演化时更新约

束. 因素 (i)已在 [30]中数值地应用. 先前的一些有趣的尝试[130, 179]通过困难的计
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算来填充粗网格上的数据, 从而不需加细网格来就可加强精度, 但是如果没有这两

个关键因素, 早期方法的有效性是很有局限的.

2.1.2 Gauss分布和仿射约束下的条件期望

考虑当变量满足仿射形式的约束时, 如何计算具有 Gauss分布变量的函数的

期望值. 设 u = (u1, . . . , un)
T 为联合 Gauss随机变量组成的实向量; 它具有如下形

式的概率密度 F (u)

P (s1 < u1 ≤ s1 + ds1, . . . , sn < un ≤ sn + dsn)

= F (s)ds1 . . . dsn

= Z−1 exp

(
−1

2
siaijsj + bisi

)
ds1 . . . dsn, (2.4)

其中 Z 是适当的归一化因子, 重复指标表示求和, n × n的矩阵 A = {aij}是对称

的, 假设其逆 A−1存在, 为逐点协方差矩阵, 其元素为

a−1
ij = Cov(ui, uj) ≡ ⟨uiuj⟩ − ⟨ui⟩⟨uj⟩, (2.5)

这里 ⟨·⟩表示关于概率密度的均值, 且向量 b = (bi)与逐点期望值有关

a−1
ij bj = ⟨ui⟩. (2.6)

这个分布完全由 n个均值和协方差矩阵的 1
2
n(n + 1)个独立元素所决定; 从而所

有观察量的期望值 O(u)都可由这些参数表示, 特别是所有高阶矩已由Wick定

理[104]给出.

下面, 假设随机向量 u满足一系列仿射约束, 形式如下

gαiui = ūα, α = 1, . . . , N < n, (2.7)

其中指标 α列举约束, 矩阵 G = (gαi)为 (2.2)中核函数 G(·)的离散形式. 这里分

别用指标 i和 α来区分随机变量 (u1, . . . , un)的向量空间和约束 (ū1, . . . , ūN)的向

量空间.

Chorin等人的目标是计算期望值, 即关于满足约束的函数的均值; 形式上, 有

⟨O(u)⟩ū =

∫
(
∏n

i=1 dui)O(u)F (u)
∏N

α=1 δ(gαjuj − ūα)∫
(
∏n

i=1 dui)F (u)
∏N

α=1 δ(gαjuj − ūα)
(2.8)
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其中左端引入了约束均值的记号, F (u)为归一化的概率密度 (2.4). 接下来将利用

下述三个引理

引理 2.1 变量 ui的条件期望服从仿射关系

⟨ui⟩ū = qiαūα + ci, (2.9)

其中 n×N 的矩阵 Q = {qiα}和 n维向量 c = {ci}为

Q = (A−1GT )(GA−1GT )−1,

c = A−1b− (A−1GT )(GA−1GT )−1(GA−1b).
(2.10)

引理 2.2 条件协方差矩阵的元素为

Covū(ui, uj) = ⟨uiuj⟩ū − ⟨ui⟩ū⟨uj⟩ū

= a−1
ij −

(
(A−1GT )(GA−1GT )−1(GA−1)

)
ij
. (2.11)

引理 2.3 Wick定理对于约束条件期望成立, 即⟨
K∏
k=1

(
uik − ⟨uik⟩ū

)⟩
ū

=

 0, K为奇数∑
{i1,...,iK} Covū(ui1 , ui2) · · ·Covū(uiK−1

, uiK ) K为偶数

其中
∑
是对于K 坐标所有可能的对的求和.

引理 2.1和引理 2.2可从标准线性归回理论中推导出来. 引理 2.3可通过利用一个

δ函数是狭窄 Gauss函数的极限这一事实而证明. 最终, Gauss测度在满足约束的

函数的子空间上的投影可视为近似 Gauss的, 从而满足Wick定理; 于是可取适当

的极限.

2.1.3 最优预测理论的应用

在 [33]中, Chorin等人通过将方法应用于两个 Schrödinger类型的方程来验证

其有效性. 之所以选择这些问题是由于非线性 Schrödinger方程是令人最感兴趣的

Euler/Navier-Stokes问题的一个一维实例: 它是 Hamilton的且非线性的. 更流行

– 32 –



北京大学博士研究生学位论文 第二章 基于最优预测的动力学方法的理论基础

的实例 Burgers方程, 将另作分析; 它的奇特的性质 (激波对解的主导以及需要驱

动噪声项来得到一个不变测度)引入额外的复杂性.

在之后的一系列工作中推广了最优预测 (optimal prediction)理论及其相关

的算法[31, 32, 34, 35]. 在 [34]中提出依赖于时间的偏微分方程当不能数值求解但具

有先验的统计信息时的求解方法. 稀疏的数值数据可视为解上的限制, 而提议的

核心为随时间更新限制的一些列方法, 使得回归方法可以用来重新构造未来的均

值. 在 [32]中指出了最优预测与不可逆过程的统计力学之间的联系, 并利用了一种

Mori-Zwanzig形式来构造一种高阶最优预测方法. 在 [35]中提出了关于基本方法

的一个新的推导, 指出了场论的扰动理论为处理拟线性问题提供了有用的方法, 并

提出了一个非线性的例子来说明伪谱方法和具有 Fourier核的最优预测方法之间

的差别. 在 [31]中采用一个小单元Monte Carlo重正化群方法在 Hamilton系统中

求解条件期望的问题. 在后面的内容中将借鉴最优预测的观点来处理构造动力学

方法解决复杂网络的分区问题.

2.2 不变集合体的识别

这一节中将介绍的内容是受到了近来提出的识别和计算生物分子的亚稳态

化学构造的方法的启发. 给定这些分子关于其动能和势能的物理特征, 这些构型

(conformation)可被看作相关动力系统的几乎不变子集[49, 177]. 经某种 Markov算

子的离散化之后, 出现一个有限维时齐的马氏链, 它具有可逆性 (reversible), 即关

于时间反向是对称的. 每个有限状态空间的马氏链与一个随机转移矩阵相联系. 由

于马氏链的可逆性, 其转移矩阵在加权 L2 意义下是对称的. 识别方法包括由数值

解来确定构型和对于 Perron根 λ = 1周围的特征值分区问题的分析.

本节内容主要参考 [50].

2.2.1 马氏链和转移矩阵

首先, Schütte等人介绍了一些关于有限维马氏链及其转移矩阵之间关系的基

本结果, 这包括随机表征及其相应的线性代数部分.
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2.2.1.1 转移矩阵的性质

设 S = {s1, . . . , sn}为时齐的马氏链的限离散状态集合, n × n的随机矩阵

P = {pij}为转移矩阵. 给定处于状态 si的动力系统,每个转移矩阵元素 pij 表示系

统转移到状态 sj 的概率. 关于马氏链及其解释的更多内容参见 [180]. 在 2.2中均

假设 P 是本原的, 即存在m ∈ Z+, 使得 Pm > 0. 本原随机矩阵有具有一些良好的

性质.

定理 2.4 设 P 为本原随机矩阵, 则有

(a) Perron根 λ = 1为单重根,且是占优的,即对其它 λ ̸= 1的特征值均有 |λ| < 1.

(b) 存在对应于 λ = 1的正的左右特征向量, 在差常数倍的意义下唯一.

特别地, 对应于 λ = 1 的右特征向量为 e = (1, . . . , 1)T , 左特征向量 π =

(π1, . . . , πn)
T 表示平稳分布, 满足归一化条件 πT e = 1, 记为矩阵形式

πTP = πT , P e = e. (2.13)

在 [177]中特征向量 π被先验地给出. 进一步, 马氏链可逆是已知的, 故细致平衡条

件

πipij = πjpji, ∀i, j (2.14)

成立, 或等价地, 记 D = diag(π(i)) , 则有

DP = P TD . (2.15)

为后面分析简便, 这里假设离散状态的选取使得 π的所有元素严格为正, 即权重矩

阵 D 非奇异; 如果这个假设不满足, 则需要限制状态集 S. 一旦 π > 0成立, 则可

以诱导内积 (·, ·)π 如下

(x, y)π = xTDy. (2.16)

这个内积相应于有限维加权欧式空间 L2
π(n). 两个向量 x, y若满足 (x, y)π = 0则称

它们为 π正交.

命题 2.5 设 P 为可逆本原随机矩阵, 则 P 关于内积 (·, ·)π 是对称的.
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证明 由 (2.15)可得, (x, Py)π = xTDPy = xTP TDy = (Px, y)π. �

命题 2.6 设 P 为可逆本原随机矩阵, 则 P 满足如下几条性质À

(a) 存在 π正交的右特征向量构成的基, 将 P 对角化.

(b) P 的所有特征值是实值, 且包含在区间 [−1, 1].

(c) 对 P 的每个右特征向量 x, 对应于相同特征值的左特征向量 y满足 y = Dx.

(d) P 相似于对称的但一般非随机的矩阵 Psym = D1/2PD−1/2.

2.2.1.2 非耦合马氏链

作为单个状态 si 之间的转移概率的推广, 现将定义状态空间非空子集之间的

转移概率, 通常称这些非空子集为集合体 (aggregates).

定义 2.7 给定马氏链的转移矩阵 P (不一定本原)和平稳分布 π > 0. 对于任意非

空指标子集 I, 定义它的特征向量 eI = (eI,i)i=1,...,n, 其中当 i ∈ I 时有 eI,i = 1, 否则

eI,i = 0. 记指标集 A和 B 等同于它们相应的集合体 A和 B. 则从 A到 B 的关于

π的 (条件)转移概率定义为系统由 A经一步转移到 B的条件概率, 即

wπ(A,B) =

∑
a∈A,b∈B πapab∑

a∈A πa
=

(eB, P eA)π
(eA, eA)π

. (2.17)

定义 2.8 设 A1, A2, . . . , AN 表示状态空间两两不交地分解为 N 个集合体, 则联合

随机矩阵Wπ 为 N ×N 的矩阵, 其定义为

(Wπ)ij = wπ(Ai, Aj), i, j = 1, . . . , N, (2.18)

称其为此分解的耦合矩阵 (coupling matrix).

对于特殊情形A = B,则称wπ(A,A)为系统停留在A的概率.满足wπ(A,A) =

1的集合体 A称为不变的 (invariant), 它表示一旦系统处于 A则将停留在 A的时

À由命题 2.5, P 在 L2
π(n)的意义下对称, 于是欧式空间中关于 Hermite矩阵的相关结论可以类似地推广过

来, 详细内容见 [79].
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间为∞. 马氏链称为非耦合的 (uncoupled), 如果它的状态空间可分解成两两不交

的不变集合体 A1, . . . , AN , 即

wπ(Ai, Aj) = δij, 或 Wπ = IN×N . (2.19)

严格地说, 由于随机矩阵非本原, 故其平稳分布不唯一, 转移概率独立于任何平稳

分布. 对于转移矩阵 P , 具有 N 个集合体的非耦合马氏链在假定合适的状态顺序

时, 呈现出对角块形式

P = D =


D11 0 · · · 0

0 D22 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · DNN

 , (2.20)

其中每个块 Dii 均为方块随机矩阵, 关于相应的平稳分布是对称的. 再假设每个

矩阵 Dii 为本原的, 则由 Perron-Frobenius定理, 每个块 Dii 具有唯一的对应于其

Perron根 λi = 1的维数为 dim(Dii)的特征向量 ei = (1, . . . , 1)T . 因此, 对于整个

的转移矩阵 P , 特征值 λ = 1是 N 重的, 相应的特征子空间由向量

χAi
= (0, . . . , 0, ei, 0, . . . , 0)

T , i = 1, . . . , N, (2.21)

张成. 用反问题的观点来阐述, Schütte等人的符号特意强调了这些特征向量可以

用不变集合体的特征函数来解释, 如图 2.1(a)所示. 一般地, 对应于 λ = 1的特征

子空间的任意基 {Xi}可以写成特征函数 χAi
的线性组合, 系数 α ∈ R, 即

Xi =
N∑
j=1

αijχAj
, i = 1, . . . , N. (2.22)

从而对应于 λ = 1的特征向量在每个集合体上是常数, 如图 2.1(b)所示. 有了这些

准备, Schütte等人给出了 2.2.3中算法的关键结论[50].

引理 2.9 设对角块形式的随机矩阵 P 由可逆本原的块组成, 平稳分布为 π > 0, 对

应于 λ = 1的特征子空间的 π 正交基为 {Xi}i=1,...,N . 每个状态 si 具有符号结构

(sign structure)

si 7−→
(
sign

(
(X1)i

)
, . . . , sign

(
(XN)i

))
. (2.23)

则有
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图 2.1: 具有 N = 3 个集合体的非耦合马氏链[50], 状态空间 {s1, . . . , s90} 被分成集合体

A1 = {s1, . . . , s29}, A2 = {s30, . . . , s49}, A3 = {s50, . . . , s90}. (a) 特征函数 χA2
. (b) 对应于

λ = 1的特征子空间的一组基. 可以发现每个特征向量在每个集合体上是常数. 在引理 2.9的

意义下, 状态 s69的符号结构为 (+, –, 0).

(a) 不变集合体为具有共同符号结构的状态的集合.

(b) 不同的集合体具有不同的符号结构.

证明 为证明结论 (a), 注意到对应于 λ = 1 的每个特征向量在每个集合体上

均为常数, 这意味着属于相同集合体的状态具有相同的符号结构. 对于结论

(b), 不失一般性, 设每个集合体仅包含一个状态. 第一步, 将证明关于对称矩阵

Psym = D1/2PD−1/2的一组正交特征向量基 {Qi}i=1,...,N 的结论; 第二步, 将其推广

到命题中的结论.

定义 N ×N 的矩阵 Q = [Q1 · · ·QN ]. 由于 Q是正交阵, 即 QT = Q−1, 其转置

QT 也为正交阵,因此Q的行正交. 现考虑 P 的一组 π正交特征向量基 {Xi}i=1,...,N ,

则 Xi = D−1/2Qi, i = 1, . . . , N . 由于变换矩阵 D−1/2 有正的对角线元素, 故 Xi

和 Qi 的符号结构相同, i = 1, . . . , N . 由命题 2.6, 第 m个集合体的符号结构等于

X = [X1 · · ·XN ]的第m行的符号结构. 现假设存在两个具有相同符号结构的集合

体 Ai和 Aj, 则X 的第 i行和第 j行符号相同, 故 Q的第 i行和第 j行符号也相同,

这与 Q的正交性矛盾. �

综上, 引理 2.9表明对应于 N 重特征值 λ = 1的 N 个右特征向量的集合, 可

通过符号结构来识别出 N 个不变集合体. 这种识别是按分量来检验的, 从而独立
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于任何 (未知的)置换. 原则上, 这个检验既可通过左特征向量也可通过右特征向量

来实现, 因为它们的符号结构相同. 因为对于每个左特征向量 y = (yi), 存在相应的

右特征向量 x = (xi)满足 yi = πixi, 故 sign(yi) = sign(xi). 由于它们的常数水平结

构, 右特征向量在处理下述带有扰动的的反问题时更为合适.

2.2.2 几乎非耦合马氏链

在多数实际生活的应用中, 包括分子动力学, 扰动的出现产生几乎非耦合马氏

链而不是非耦合马氏链, 相应的分解为几乎不变集合体而不是不变集合体. 粗略地

说, 只要动力系统处于几乎不变集合体中, 它将停留于此很长时间而不是无穷时间,

因此描述这种情形用亚稳性而不是稳定性. 在转移矩阵方面, 将出现快对角占优矩

阵而不是快对角矩阵. 后面的结果将要表明, 基于一些微妙的扰动分析, P 的右特

征向量可再次用来识别这样的集合体.

2.2.2.1 扰动分析

本节的扰动分析理论紧随 Stewart在一般本原随机矩阵方面的工作 [186]. 但

这里 Schütte等人假设马氏链可逆, 并利用 2.2.1中的准备知识. 在即将处理的扰

动情形中, 随机矩阵的平稳分布 π唯一, 故关于 π的内积良定义. 对于本节的扰动

分析, 将采用 [99]中的著名理论, 具体讨论命题 2.5意义下的对称矩阵情形.

由 (2.19) 知, 不变集合体 A 定义为 wπ(A,A) = 1. 因此粗略地说, 若

wπ(A,A) ≈ 1, 则称集合体 A 为几乎不变的 (almost invariant). 同样地, 马氏

链称为几乎非耦合的 (nearly uncoupled), 如果它的状态空间可分解为 N 个两两不

交的几乎不变集合体 A1, . . . , AN , 使得

wπ(Ai, Aj) ≈ δij 或 Wπ ≈ INN . (2.24)

在这种情形下, 具有 N 个集合体的几乎非耦合马氏链 (NUMC)的状态可重新排
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序, 使得转移矩阵 P 为块对角占优形式

P = D + E =


D11 E12 · · · E1N

E21 D22 · · · E2N

...
...

. . .
...

EN1 EN2 · · · DNN

 . (2.25)

这里, 扰动矩阵 E满足 E = O(ϵ), 其中 ϵ为扰动参数, 将在 2.2.2.2中将做进一步说

明. 目前, 只需分析本质的块对角占优结构作为这个扰动参数的函数. 设 P (ϵ)为

一族矩阵, 定义 ϵ∗使得 P (ϵ∗) = P . 注意到在应用中不仅 ϵ∗的实际大小未知, 而且

(2.25)中的块的个数N也未知. 这两方面依赖于度量集合体之间弱耦合的标准的选

择, 这些将在 2.2.2.2中阐述. 为完成线性扰动分析, Schütte等人采用 [99]中的假

设.

正则化条件 (Regularity conditions, RC). 设一族矩阵

P (ϵ) = P (0) + ϵP (1) + ϵ2P (2) + · · · (2.26)

在复平面的一个包含原点的区域内解析, 使得对实值 ϵ, P (ϵ)为可逆的随机矩阵.

进一步, 设对于实值 ϵ ̸= 0, P (ϵ)是本原的, 且 P (0)为具有本原块 Dii, i = 1, . . . , N

的块对角形式 (2.20). 由定理 2.4,每个 P (ϵ)具有唯一的正的平稳分布 π(ϵ). 假设所

有 π(ϵ)的集合一致有界远离 0值, 即存在常数 C > 0, 使得 πi(ϵ) ≥ C, i = 1, . . . , n,

实值 ϵ包含 ϵ = 0.

这些正则化条件保证, 对于充分小的 ϵ ∈ R, 特征值关于 ϵ连续, 且 P (ϵ)的谱

可分为三部分[99, 134, 186]

(1) Perron根 λ1(ϵ) ≡ 1.

(2) 当 ϵ→ 0时, N − 1个特征值 λ2(ϵ), . . . , λN(ϵ)的簇接近于 1.

(3) 谱的尾部, 当 ϵ→ 0时远离值 1.

换句话说, 对于充分小的实值 ϵ, 在 Perron根附近存在 N 个特征值的良识别簇,

Perron簇, 可认为是扰动下 N 重 Perron根的分解. 下述定理给出了对应于 Perron

簇的特征向量 X1(ϵ), . . . , XN(ϵ)的描述
[50].
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定理 2.10 设 P (ϵ)为满足正则化条件 (RC)的一族矩阵, Πj 表示由非扰动转移矩

阵 P (0)的特征向量 Xj 所张成的特征子空间上的 π正交投影, 则对于实值 ϵ, 存在

如下形式的 π正交特征向量 X1(ϵ), . . . , XN(ϵ)

(a) 对应于 Perron根 λ1(ϵ) ≡ 1的特征向量为

X1(ϵ) ≡ (1, . . . , 1)T , (2.27)

(b) 对应于在 λ = 1附近的特征值簇 λ2(ϵ), . . . , λN(ϵ) 的 N − 1个特征向量集合

具有形式

Xi(ϵ) =
N∑
j=1

αijχAj
+ ϵX

(1)
i +O(ϵ2), (2.28)

其中

X
(1)
i =

N∑
j=1

βijχAj
+

n∑
j=N+1

1

1− λj
ΠjP

(1)Xi, (2.29)

αij, βij ∈ R为适当系数, 集合体 A1, . . . , AN 对应于 P (0)的块对角形式.

证明 由于对实值 ϵ ̸= 0, P (ϵ) 为本原的, 特征值 λ1(ϵ) ≡ 1 为单重的, 相应的

左特征向量 π(ϵ), 即平稳分布, 为正向量且对于实值 ϵ 解析[99]. 定义变换矩阵

D = diag(πi(ϵ)), 由于 π(ϵ)一致有界远离值 0值, 则 D 对于实值 ϵ是可逆的. 于是

变换的矩阵族 Psym(ϵ) = D1/2P (ϵ)D−1/2在 ϵ解析且对于实值 ϵ对称.

由 [99] 知, 存在 Psym(ϵ) 的对应于特征值 λ1(ϵ), . . . , λN(ϵ) 的右特征向量

Y1(ϵ), . . . , YN(ϵ), 它关于实值 ϵ 解析. 用 D−1/2 作用于这些向量, 得到 Xi(ϵ) =

D−1/2Yi(ϵ), 相应的可逆矩阵 P (ϵ)的特征向量对于实值 ϵ解析, 从而在 ϵ有展开

Xi(ϵ) = Xi + ϵX
(1)
i +O(ϵ2).

现令 Π(ϵ) = Π1(ϵ)+ · · ·+ΠN(ϵ)表示 P (ϵ)的相应于特征值 λ1(ϵ), . . . , λN(ϵ)的

特征子空间上的 π正交投影, 则由 [99]知, Π(ϵ)在 ϵ解析且

Π(ϵ) = Π(0) + ϵ

n∑
j=N+1

1

1− λj

(
Π(0)P (1)Πj +ΠjP

(1)Π(0)
)
+O(ϵ2). (2.30)

将 Xi(ϵ) = Xi + ϵX
(1)
i +O(ϵ2)代入恒等式 Xi(ϵ) = Π(ϵ)Xi(ϵ), i = 1, . . . , N , 得到

X
(1)
i =

N∑
j=1

β̃ijXj +
n∑

j=N+1

1

1− λj
ΠjP

(1)Xi, (2.31)
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其中适当选取系数 β̃ij ∈ R. 再由 (2.22)则完成证明. �

结合 (2.28)和 (2.29), 定理 2.10的一阶扰动结果

Xi(ϵ) =
N∑
j=1

(αij + ϵβij)χAj︸ ︷︷ ︸
(I)

+ ϵ
n∑

j=N+1

1

1− λj
ΠjP

(1)Xi +O(ϵ2)︸ ︷︷ ︸
(II)

(2.32)

表明, (I)仅变化 (上或下的)局部常数水平线, 这与几乎不变集合体有关, 这部分误

差不会破坏符号结构. (II)具有形式 ϵB + O(ϵ2), 可在某种程度上破坏常数水平模

式, 但仅仅在很小的程度上影响引理 2.9中的符号结构, 并对于任何“几乎为零”的

水平线的扰动应采取谨慎态度. 上述两项关于“弱模式”Xi, i = N + 1, . . . , n, 和“主

模式”Xi, i = 1, . . . , N有进一步的解释: (I) 表示“主–主”耦合, 而 (II) 表示“弱–

主”耦合. 最后, 可以观察到 (II)主要依赖于 Perron根和谱的尾部之间的谱间隙

(spectral gap) 1− λN+1, 而不是 Perron簇和谱的尾部之间的谱间隙 λN − λN+1.

2.2.2.2 集合体间的弱耦合

现在讨论如何定义比模糊假设 (2.24)更精确的扰动参数 ϵ. 一旦计算出 N 个

几乎不变集合体, 那么由定义 2.7就可计算 (N,N)耦合矩阵Wπ. 在此基础上, 称

马氏链几乎非耦合 (nearly uncoupled), 如果

∥Wπ − diag(Wπ)∥∞ = 1−min
i
wπ(Ai, Aj) = ϵ∗ (2.33)

成立, 其中 diag(Wπ) = diag((wπ)11, . . . , (wπ)NN), ϵ∗ > 0 充分小 (对比前述定义

P (ϵ∗) = P ). 由定义 2.7和关系 (2.33)可证明转移矩阵 (2.25)的扰动有上界

∥DE∥∞ ≤ ϵ∗, (2.34)

这里Schütte等人关于几乎非耦合马氏链的描述与非耦合度量不同[85], 但与马氏链

的传导概念有关[183].

基于上述说明, 现在来讨论识别过程. 如 2.2.2.1 结尾所述, Schütte 等人

试图在理论基础上研究上述扰动结果的符号结构. 假设确认过程通过符号
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结构给出几乎不变集合体 A1, . . . , AN , 记 n × N 的矩阵 χ = [χA1 · · ·χAN
] 和

X = [X1 · · ·XN ] = X(ϵ), 扰动结果 (2.32)在实际计算中可表示为

X = χA −1 + ϵB +O(ϵ2), (2.35)

其中 A = A (ϵ)为 N ×N 系数矩阵, B为 n×N 矩阵, 表示 (2.32)中的“弱–主”耦

合项 (II). 从本质扰动理论的角度上, 可以通过最小二乘拟合

argmin ∥χAi
−

N∑
j=1

aijXj∥π, i = 1, . . . , N. (2.36)

来确定非奇异系数矩阵 A = {aij}. 记 Λ = diag(λ1, . . . , λN) = Λ(ϵ)为特征值的

Perron簇, 则耦合矩阵可写成

Wπ = (χT )Dχ)−1(χTDPχ) = A −1ΛA + ϵ∆, (2.37)

其中 A −1ΛA 描述“主–主”相互作用, 而矩阵∆表示如下的“弱–主”相互作用

∆ = XTDBΛ− ΛBTDX +O(ϵ). (2.38)

在非耦合马氏链情形中, 有 B = 0和 Λ = INN , 从而 ∆ = 0且 Wπ = A −1ΛA =

INN . 对于要考虑的几乎非耦合马氏链, 自然希望 A −1ΛA ≈ INN , 从而Schütte等

人将 N ×N 的矩阵

err(A1, . . . , AN) = ϵ∆ = Wπ − A −1ΛA (2.39)

作为误差指示器. 根据 2.2.2.1中的扰动分析, 这个指示器度量弱模式和主模式

的耦合程度, 即它度量了不能由 Perron簇的特征子空间表征的耦合部分. 如果

err(A1, . . . , AN)的一个元素很大, 则是由于下列原因之一:

(1) ϵ∗的值不是“足够小”, 无法保证线性扰动分析.

(2) 正则化条件被破坏.

(3) 识别算法给出“错误”的几乎不变集合, 这个现象可在扰动严重破坏符号结构

时出现. 当然, 这与第一条原因有重叠.
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2.2.3 识别算法

下面来介绍几乎不变集合体的识别算法的具体执行. 算法的关键思想是: 通过

对应于特征值的 Perron簇的特征向量的符号结构来按分量地识别几乎不变集合

体.

首先, 需要确定几乎不变集合体的个数 N . 这需要计算 λ = 1附近的特征值

簇, 即 Perron簇, 它与谱的尾部有谱间隙. Schütte等人的算法中简单应用直接的

特征值求解器计算全部特征值, 并通过检验分离出 Perron簇. 其次, 一旦 N − 1个

右 Perron特征向量 (除已知的特征向量 e之外)已经计算出来, 于是想将状态空间

分解为 N 个几乎不变集合体. 如 2.2.1.2所述, 这可以通过使用特征向量的“分片常

数水平线”结构或符号结构来实现. 然而对于几乎非耦合马氏链, 特征向量的扰动

和置换都将这些结构掩盖到一个未知程度, 这使得构造有效的识别算法成为艰巨

的任务. Schütte等人所提出的识别算法的主要的三个步骤如下: (1) 选取具有稳定

符号结构的状态. (2) 定义符号结构的类. (3) 识别分片常数水平线模式. 详细的描

述参见 [50].

几乎不变集合体的识别算法受到了近年来的识别以及计算生物分子的亚稳

态化学构型的方法的启发, 在一系列相关工作[47, 49, 177]的基础上演化而成的. 在

[47]中首次提出了一种复杂动力行为的数值近似的有效方法, 特别是近似 SRB

(Sinai-Ruelle-Bowen)测度和动力系统的几乎循环行为的数值方法, 这种方法是建

立在 Frobenius-Perron算子离散化的基础之上, 并结合了紧算子有限维近似的经

典收敛结果和关于由随机扰动系统不变测度近似 SBR测度的遍历论中的结果. 在

[49]中则提出了一种新型的分子动力系统中的约化动力学, 即由 Hamilton微分方

程描述的系统的数值计算的方法, 它通过对于 Frobenius-Perron算子的特征模块应

用多层再分算法来直接计算目标. 在 [177]中提出了另一个相关的概念, 将动力系

统方法概念上的优点与适当的统计物理框架合并起来, 定义关于分子系统动力行

为的构型 (conformation), 并刻画构型的动力稳定性.

2.3 MNCut方法

本节所介绍的内容揭示出一种概率性的解释, 它可以作为一种分析工具, 为
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所有的谱方法[86]提供见解和服务[132]. Meila和 Shi将点对间的相似度看作Markov

随机游动的边上的流, 并研究其转移矩阵的特征值和特征向量的性质. 利用这个

观点, 许多谱方法在某种意义上都可以包含在后面将要介绍的 Normalizied Cut

(NCut)图像分割算法[182]之中. 因此, 下面的内容将集中在 NCut算法上, 并采用

图像分割这一术语 (即数据点为像素, 所有像素的集合为图像), 其介绍的所有结果

对于基于相似度的分区算法都是有效的.

本节内容主要参考 [132].

2.3.1 NCut标准与算法

这里将图像表示为像素集 S, 一个分区是将 S 分为两两不交的子集的分划. 对

于每个像素对 i, j ∈ S,给定相似度 wij = wji ≥ 0. 在Ncut框架中,相似度 wij可视

为 S上的图G的边 eij 上的权重, 若 wij = 0则 G没有边 eij. 矩阵W = {wij}为G

的实值邻接矩阵. 设 di =
∑

j∈S wij 为节点 i的度, volA =
∑

i∈A di为集合 A ⊂ S的

体积. 集合 A与其余集 Ā之间的边的集合称为边割 (edge cut), 或简称切割 (cut).

正规化切割 (NCut)标准[182]是将图像分割成两部分的一个图论的标准, 通过对所

有的切割 A, Ā, 极小化

NCut(A, Ā) =

(
1

volA
+

1

volĀ

) ∑
i∈A,j∈Ā

wij. (2.40)

极小化 NCut意味着寻找一个切割, 使得相应的两个子集之间的权重较小而内部连

接的权重较大. 最优化 NCut标准是 NP难题[182].

在 [182]中介绍的 NCut算法是通过特征值和特征向量来求解极小化 NCut问

题的近似方法. 此方法采用了 Laplace矩阵 L = D −W , 其中 D是节点的度所组

成的对角矩阵. 算法的构成是求解广义特征值和特征向量问题

Lx = λDx. (2.41)

NCut算法关注 (2.41)的第二小特征值及其对应的特征向量, 分别记为 λL和 xL.

图 2.2给出了一个具有显著块结构 (Ib)的相似度矩阵及其前 3个广义特征向

量 (IIIa)的例子. 从图中可见 xL的的元素在每个分区中近似相等. 在 [182]中指出

– 44 –



北京大学博士研究生学位论文 第二章 基于最优预测的动力学方法的理论基础


 � � �

% 5 10 15 20

5

10

15

20
5 10 15 20

5

10

15

20
5 10 15 20

5

10

15

20
5 10 15 20

5

10

15

20

%% 0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20
−5

0

5

10

15

0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 5 10 15 20
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

%%% 0 5 10 15 20
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0 5 10 15 20
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0 5 10 15 20
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 5 10 15 20
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

� �� 	
�����

���	
�����

� �� 	
�����

� �� 	
�����

���	
�����

� �� 	
�����

� �� 	
�����

���	
�����

� �� 	
�����

� �� 	
�����

���	
�����

� �� 	
�����

图 2.2: 四个矩阵 (I行)及其特征值 (II行)和前3个特征向量: −表示 x1, ◦表示 x2 (在 b, d

中 = xL), ⋆表示 x3 (III行)[132]. 所有的矩阵都用灰度表示, 其中黑色表示 0, 颜色越浅表示值

越高. 所有的矩阵对应于 20个像素形成 3个分割的图像. (a) 近似块对角随机矩阵 P1. 第二和

第三特征向量近似分片常数并且包含关于分割的信息. (b) 生成 P1的对称的相似度矩阵. 注意

所有三个特征向量均包含关于分割的信息. 求解 (2.41)所得到的关于这个矩阵的特征向量和

P1 的特征向量相同. (c) 块随机矩阵 P2. 第二和第三特征向量分片常数, 反映出正确的分割.

(d) 生成 P2的对称的相似度矩阵. 前三个特征向量仅仅为粗略的分片常数并导致错误的分割.

了当存在 S 的一个分划 A, Ā, 使得

xLi =

 α, i ∈ A

β, i ∈ Ā
(2.42)

则 A, Ā是最优 NCut, 切割的值为 NCut(A, Ā) = λL. 这个结果描述了用正规化切

割来进行谱分割的基础. 首先求解广义谱问题 (2.41), 然后寻找将 xL 的元素分成

两个包含着几乎相等的值的分割, 这个分割可通过对元素设定阀值来得到. 特征向

量的分划诱导出 S上的一个分区, 这就是期望得到的分区. 若想要得到多于两个分
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区只需递归地重复上述过程, 则称这个过程为 NCut算法. 称满足 (2.42)的向量关

于分区 (A, Ā)为分片常数. 在 2.3.3中, 将考虑关于将 S分割成 N 个集合的分区的

分片常数的特征向量.

如上所述, NCut算法缺少令人满意的直观解释, 特别是 NCut算法和标准关

于下列问题提供很少的直观说明: (1) 什么导致特征向量为分片常数? (2) 当存在

两个以上的分割时将会发生什么情况? (3) 当 xL 不是分片常数时, 算法性能将如

何衰减? 接下来即将描述的随机游动的解释将回答前两个问题, 并给出关于得到

的谱分区的良好理解. 第三个问题将不在此处理, [98]中的结果反应出了 NCut算

法应用效果.

2.3.2 马氏链和正规化切割

将相似度矩阵 W 归一化, 可以得到随机矩阵 P = D−1W , 其行和均为 1.

由马氏链理论知, pij 表示从节点 i 经一步转移到节点 j 的概率. P 的特征值为

1 = λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ −1, 对应的特征向量为 x1, x2, . . . , xn. P 的第一个特征

向量 x1 = 1 = (1, . . . , 1)T . 不失一般性, 这里假设没有节点的度为 0.

现考虑矩阵 P 的谱问题, 也就是求解方程

Px = λx, x ̸= 0. (2.43)

命题 2.11 若 (λ, x)是 (2.43)的解, 且 P = D−1W , 则 (1− λ, x)是 (2.41)的解.

换句话说, NCut算法和矩阵 P 具有相同的特征向量, P 的特征值等于 1与 (2.41)

中广义特征值的差. 命题 2.11指出了由 NCut算法抽象出的谱问题和随机矩阵 P

的特征值及特征向量之间的等价性. 这也帮助解释了为什么 NCut算法利用第二

小广义特征向量: (2.41)最小的特征向量对应于 P 的最大特征向量, 而 P 的最大

特征向量多数情况等于 1, 故不包含信息.

NCut标准也可在此框架下加以理解. 首先定义 π = {πi}i∈S 如下

πi =
di

volS
. (2.44)
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容易证明 πP = π, 因此 π为马氏链的一个平稳分布. 如果马氏链是遍历的Á, 则 π

是 S 上唯一的平稳分布. 同时注意到马氏链是可逆的, 由于

πipij = πjpji =
wij

volS
. (2.45)

设状态集 A,B ⊂ S, 如果当前状态处于 A且随机游动开始于它的平稳分布, 则定

义 p̂AB = Pr(A→ B|A)为随机游动从集合 A经一步转移到集合 B的概率,

p̂AB =

∑
i∈A,j∈B πipij

π(A)
=

∑
i∈A,j∈B wij

volA
, (2.46)

从而可以得到

NCut(A, Ā) = Pr(A→ Ā|A) + Pr(Ā→ A|Ā) = p̂AĀ + p̂ĀA. (2.47)

如果对于某个分区 A, Ā, NCut很小, 则意味着一旦游动处于 A中从 A逃出和概

率, 和一旦处于 Ā中从 Ā逃出的概率, 都很小. 直观上, 将状态集 S 分割成两部分,

使得随机游动移动处于其中一个部分, 则倾向于停留在里面.

NCut与马氏链中的低传导集有密切联系. 低传导集 A是 S 的一个子集, 使得

h(A) = max(p̂AĀ, p̂ĀA)的值很小. 这在与马氏链的混合时间有关的谱图理论中有

过研究[36]. 近来 [98]利用了它们定义了一种分区的新标准, 其中的启发式分析与

NCut算法十分相似.

2.3.3 随机矩阵特征向量的分片常数性质

接下来, Meila和 Shi将利用随机矩阵 P 来得到一个关于 NCut算法的更好的

解释. 由于 NCut算法关注 P 的第二大特征值, 记为 x2 = xL, 目的是得到 S 的一

个分割. 定义向量 x关于 S 的分区 A = {A1, A2, . . . , AN}为分片常数的, 当且仅当

对于在相同集合 Ak, k = 1, . . . , N 中的像素 i, j, 有 xi = xj. 注意到 P 的第一个特

征向量 1总是分片常数的. 由于具有分片常数的特征向量对谱分割是必需的, 故研

究 P 何时具有这个特征向量分片常数的性质至关重要. 下面研究 n个特征向量的

前 N 个为分片常数的情形.

Á遍历性发生在温和的条件下[36].
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命题 2.12 设 P 为行和列的指标索引于 S 的矩阵, 并且具有独立的特征向量, 设

A = {A1, A2, . . . , AN}为 S 的一个分割, 则 P 有 N 个非零特征值所对应的特征

向量关于 A 为分片常数的, 当且仅当所有的求和 pil =
∑

j∈Al
pij 为常数, ∀i ∈

Ak, ∀k, l = 1, . . . , N , 且矩阵 R = (pkl)k,l=1,...,N 非奇异, 其中pil =
∑

j∈Al
pij, i ∈ Ak.

命题 2.13 如果 n维矩阵 P 具有形式 P = D−1W , 其中W 为对称矩阵, D为非奇

异矩阵, 则 P 具有 n个独立的特征向量.

命题 2.12的证明详见 [132]. 称满足命题 2.12中条件的随机矩阵 P 为块随机矩阵.

直观上, 命题 2.12指出, 如果随机矩阵从像素 i转移到分割 Ak 的概率等于所有

与 i在同一分区中的像素转移到 Ak 的概率, 则它具有分片常数的特征向量. 在

[98, 182, 202]中表明, 对于非连通图 G (导致块对角的 W ), NCut算法和其它算

法正确地运行. 块对角的 W 意味着不同分区中的像素非常不同. 这个情况如图

2.2(a,b)所阐述, 这是目前分区问题最简单的情形. 现在命题 2.12表明, 谱分区实

际上能够通过转移概率的相似性来将像素分组成为 S 上的子集. 这个情形如图

2.2(c,d)所示. 数值试验 [182]表明 NCut在很多连通图上效果良好, 从而用实践证

据支持此结论. 然而, 具有分片常数的特征向量仅是研究的一部分. 此外还需要求

R的对应于分片常数特征向量的特征值大于 P 的其它 n −N 个特征值, 这 n−N

个特征值也称伪特征值 (spurious eigenvalues).

基于上述观点, Meila和 Shi定义了一个理论算法, 称为修正 NCut (Modified

NCut, MNCut), 来寻找像素集合中所有的 N 个分区, 步骤如下:

(1) 由W 计算 P 及其特征值和特征向量.

(2) 选取最大的 N 个特征值和对应的特征向量.

(3) 通过寻找在已选取的特征向量中的几乎相等的元素来求出分区.

最后一步可以通过, 例如, 向由行 (x2, . . . , xN)所定义的 N − 1维空间上投影, 或在

其上运用 k-means算法 (N 已知), 来实现.

命题 2.14 如果 P 是块随机矩阵, R的特征值大于伪特征值, 则MNCut算法是精

确的.
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因此, MNCut同时考虑了不同分区中像素的相异性和相同分区中像素转移的相似

性. MNCut方法具有另一个优点: 如果在 R的特征值和伪特征值之间存在谱间隙

(如图 2.2(c,d)所示), 则分区的数目 N 可以自动确定. 这当满足下面条件时很有可

能发生: (i) R接近于单位矩阵, 其特征值趋于 1; (ii) P 的行在相同的分区中趋于

相等, 伪特征值趋于 0. 因此, 再一次地, 分区之间的相异性和转移的相似性的混合

可描述具有自然分区结构的数据集.

2.4 扩散映射和粗粒化

本节中的内容指出非线性降维, 聚类以及数据集参数化可以由同一框架来解

决. 主要的思想是定义具有显式度量的坐标系统来反映给定数据集的连接程度, 并

且可以抗噪声. 框架的构造基于数据上的随机游动, 利用内在几何学对图和高维任

意形状的数据集的改造和在抽样提供了普遍性的方案.

本节内容主要参考 [107].

2.4.1 作为高维数据分析工具的几何扩散

Lafon和 Lee的目标是在任意集合中定义距离度量, 来反映集合中点的连接程

度. 假设所处理的数据集以图的形式存在. 当在图中识别社团时, 需要度量节点对

之间相互联系的总量. 根据这个想法, 如果两个点由图中很多条较短路径相连接,

则认为它们是相近的. 因此, 高密度区域中的点 (定义为图中具有高节点度的节点

的组)将具有较高的连接程度. 进一步, 连接程度由图中权重决定. 下面主要回顾

在 [41]中首次提出的扩散框架, 并将其置入特征映射, 降维以及图上的随机游动的

框架中.

2.4.1.1 扩散距离

设 G = (S,W )为 n个节点的有限图, 其中权重矩阵W = {w(x, y)}x,y∈S 满足

下面两个条件: (i) 对称性: W = W T ; (ii) 逐点正性: w(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ S. 定义

权重的的方式完全出于应用的考虑, 唯一的要求是 w(x, y)需表示 x和 y的相似度

(具体应用中定义). 特别地, 期望 w(x, y)为正数. 例如, 如果处理流形上的数据点,
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可首先定义 Gauss核 wε = exp(−∥x − y∥2/ε), 然后为了调整流形上点的几何的影

响和分布将其归一化. 不同的归一化方案和它们与流形上的 Laplace-Beltrami算

子的联系, 当大样本极限 n→ ∞和 ε→ 0时于 [40]中有详细讨论.

具有权重W 的图 G描述了关于集合局部几何的认识. 接下来定义图上的随

机游动. 为此引入节点 x的度 d(x)如下

d(x) =
∑
z∈S

w(x, z). (2.48)

如果定义 n× n的矩阵 P , 其元素为

p1(x, y) =
w(x, y)

d(x)
, (2.49)

则 p1(x, y)可解释为从 x经 1个时间步转移到 y的概率. 由构造知, 这个量反映图

的一阶临近结构. 扩散映射框架中引入的一个新观点是通过取矩阵 P 的幂来捕获

更多的邻居的信息, 或等价地, 在时间上向前运行随机游动. 如果 P t是 P 的第 t次

重复, 则其元素 pt(x, y)表示从 x经 t个时间步转移到 y的概率. 增加 t, 对应于传

播每个节点对它的邻居的局部影响. 换句话说, P t 这个量反映在一个扩散过程中,

由图的连接程度所定义的数据集内在几何性, 并且扩散的时间 t在分析中起到了尺

度参数的作用.

如果图是连通的, 由 [36]中的介绍, 有

lim
t→+∞

pt(x, y) = µ(y), (2.50)

其中 µ是唯一的平稳分布

µ(x) =
d(x)∑
z∈S d(z)

. (2.51)

这个量正比于图中 x的度, 节点的度可度量点的密度. 此外, 马氏链可逆, 即满足下

面的细致平衡条件

µ(x)p1(x, y) = µ(y)p1(y, x). (2.52)

Lafon和 Lee主要考虑下述观点: 对于固定的有限的 t > 0, 想要定义 S 中点

的一个度量, 使得两个点 x和 y将临近, 如果它们相应的条件分布 pt(x, ·)和pt(y, ·)

接近. 一个相似的想法出现在 [191]中, 其作者考虑 L1模 ∥pt(x, ·)− pt(y, ·)∥. 作为
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选择, 可利用 Kullback-Leibler距离或其它任何 pt(x, ·)和 pt(y, ·)间的距离. 然而下

面将指出, 条件分布之间的 L2度量具有将距离与随机游动的谱性质联系起来的优

点, 从而通过特征映射将图上的Markov随机游动学习与数据参数化联系起来. 正

如 [137]中所述, Lafon和 Lee定义 x和 y之间的扩散距离 Dt为有权重的 L2距离

D2
t (x, y) = ∥pt(x, ·)− pt(y, ·)∥21/µ =

∑
z∈S

(pt(x, z)− pt(y, z))
2

µ(z)
, (2.53)

其中权重 1/µ(x)惩罚低密度区域多于高密度区域的差异. 这个图中点的接近程度

的概率反映了在扩散过程中关于数据点连接程度的集合的内在几何性. 两点间的

扩散距离将较小如果它们由图中许多路径相连接. 因此这个度量是设计那些对于

给定假设下基于证据优势的推断算法中的一个关键的量. 例如, 假设基于少量标示

样本来推断数据点的分区标示, 则可以遵循如下方式简单地将标示信息从一个标

示样本 x传播到新的标示样本 y: (i) 最短路径, (ii) 所有连接 x和 y的路径. 第二

种解决方式 (在扩散框架工作和 [191]中采用)通常更为合适, 因为它考虑了所有联

系 x和 y的证据. 进一步, 由于基于扩散的距离与最短路径不同, 它将一些路径的

贡献加总, 故可抗噪声.

2.4.1.2 降维和数据参数化

正如提到的, 上述扩散距离定义的优点是可以与随机游动的谱理论联系起来.

众所周知, 转移矩阵 P 具有特征值 λ0 ≥ |λ1| ≥ · · · ≥ |λn−1| ≥ 0, 以及右, 左特征向

量

Pφj = λjφj, ψT
j P = λjψ

T
j , (2.54)

这里可证明 λ0 = 1, φ0 ≡ 1, ψT
i φj = δij, 显然 ψ0 = µ. 事实上, 左右特征向量是对偶

的, 并且可以分别认为是广义测度和试验函数. 这两个集合的向量由如下关系式

φj(x) =
ψj(x)

µ(x)
, ∀x ∈ S, (2.55)

便于记号, 将 P 的左特征向量关于 1/µ正规化

∥ψj∥1/µ =
∑
x∈S

ψ2
j (x)

µ(x)
= 1, (2.56)
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将其右特征向量关于 µ正规化

∥φj∥µ =
∑
x∈S

φ2
j(x)µ(x) = 1. (2.57)

如果记第 t次迭代为 P t = {pt(x, y)}, 则有如下的双正交谱分解

pt(x, y) =
n−1∑
j=0

λtjφ(x)ψ(y). (2.58)

这对应于 P t的加权主成分分析. 前 N 项给出了 P t的最佳秩 N 逼近, 这里最佳定

义为下述矩阵的加权度量

∥A∥2 =
∑
x,y∈S

= µ(x)a(x, y)2
1

µ(y)
. (2.59)

Lafon和 Lee的主要想法是: 将 (2.58)代入 (2.53), 得到

D2
t (x, y) =

n−1∑
j=1

λ2tj (φj(x)− φj(y))
2. (2.60)

由于 φ0 ≡ 1为常数向量, 故不计入上述求和中. 进一步, 因为特征值的衰减Â, 故仅

需要上述求和中的几项来满足某种精度. 精确地说, 令 q(t)为满足 |λj|t > δ|λ1|t的

最大的指标 j, 于是扩散距离可于精度 δ下用前 q(t)个非平凡特征向量和特征值近

似地表示

D2
t (x, y) ≃

q(t)∑
j=1

λ2tj (φj(x)− φj(y))
2. (2.61)

注意到如果用带权重 λtj 的右特征向量作为数据的坐标, 则上式可看做 Rq(t)上的欧

氏距离. 换句话说, 这意味着如果引入扩散映射

Φt : x 7−→


λt1φ1(x)

λt2φ2(x)
...

λtq(t)φq(t)(x)

 , (2.62)

Â衰减速度依赖于图的结构. 例如, 对于完全连通图这一特殊情况, 第一特征值为 1, 余下的特征值均为 0.

另一个极端情况如完全不连通图, 则所有特征值均为 1.
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从而得到

D2
t (x, y) ≃

q(t)∑
j=1

λ2tj (φj(x)− φj(y))
2 = ∥Φt(x)− Φt(y)∥2. (2.63)

其中 Φt定义中的因子 λtj 是上式成立的关键. 映射 Φt : S → Rq(t)为数据集 S 提供

了一个参数化, 或等价地, 图 G用低维空间 Rq(t)中的一团点来描述, 用重新标准化

的特征向量作为坐标. 降维和特征向量权重由随机游动的时间 t和特征值的谱衰减

来确定. (2.63)表示 Φt通过用欧氏距离近似扩散距离的方式将整个数据集嵌入到

Rq(t). 因此, Lafon和 Lee的方法不同于其它的特征映射方法: 他们的出发点是数

据集或图上显式定义的距离度量, 这个距离也是他们希望在非线性降维中保持的

量.

2.4.2 图形分割和二次抽样

下面介绍关于上述二次抽样的一个新型方案, 可保持由图中数据点的连接程

度定义的内在几何性. 其思想是构造一个原始随机游动于新图 Ĝ上的具有相似谱

性质的粗粒化形式. 这个新马氏链通过将点分区并且适当平均化这些分区之间转

移概率的方式而得到. Lafon和 Lee指出为保持原始随机游动的大多数谱性质, 分

区的选取至关重要. 更精确地, 扩散空间中的量化失真限制了扩散算子的近似的误

差.

2.4.2.1 粗粒化的随机游动的构造

考虑节点集 S 的任意分区 {Sk}1≤k≤N . Lafon和 Lee的目标是将点聚集在每个

集合中, 来粗化状态空间 S 和随机游动的时间演化. 为此, 将每个集合 Sk 作为 N

个节点的图 Ĝ相应的节点, 其权重函数定义为

ŵ(Sk, Sl) =
∑

x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y), (2.64)

其中求和包含所有的 x ∈ Sk 和 y ∈ Sl间的转移概率, 如图 2.3所示.

由可逆性条件 (2.52), 可证明这个图是对称的, 即 ŵ(Sk, Sl) = ŵ(Sl, Sk). 令

µ̂(Sk) =
∑
x∈Sk

µ(x), (2.65)
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图 2.3: 图的粗粒化的例子: 给定图中节点集合的分区 S = S1

∪
S2

∪
S3, 通过将所有节点

聚集到子集 Sk 后形成超节点 (meta-node)来定义粗粒化的图 Ĝ[107]. 通过适当将 x ∈ Sk 和

y ∈ Sl 间的转移概率平均化, 可计算出新的权重为 ŵ(Sk, Sl)和转移概率为 p̂(Sk, Sl)的马氏链,

k, l = 1, 2, 3.

则可在这个图上定义可逆马氏链, 具有平稳分布 µ̂ ∈ RN 和转移概率

p̂(Sk, Sl) =
ŵ(Sk, Sl)∑N

m=1 ŵ(Sk, Sl)
=

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)

µ̂(Sk)
pt(x, y), (2.66)

故 P̂ = {p̂(Sk, Sl)} 为粗粒化的图上的 N × N 的转移矩阵. 更一般地, 对于

0 ≤ j ≤ n− 1, 通过在一个分区中将所有节点求和来定义粗粒化形式的 ψj

ψ̂j(Sk) =
∑
x∈Sk

ψj(x), (2.67)

正如 (2.55), 定义粗粒化形式的 φj 依照对偶条件

φ̂j(Sk) =
ψ̂j(Sk)

µ̂(Sk)
, (2.68)

这等价于取 φj 在 Sk 上的加权平均

ψ̂j(Sk) =
∑
x∈Sk

µ(x)

µ̂(Sk)
φj(x). (2.69)

粗粒化的 p̂(Sk, Sl)包含了关于图 Ĝ中新节点连接程度的数据的全部信息. 上述向

量构成 P̂ 的左右特征向量的近似的程度依赖于分区 {Sk}的特殊选取, 这在下述中

更精确地研究.
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2.4.2.2 近似误差

类似于 (2.56)和 (2.57), 定义粗粒化的广义测度 ψ̂j 上的范数

∥ψ̂j∥21/µ̂ =
N∑
k=1

ψ̂2
j (Sk)

µ̂(Sk)
, (2.70)

和粗粒化测试函数 φ̂j 上的范数

∥φ̂j∥2µ̂ =
N∑
k=1

φ̂2
j(Sk)µ̂(Sk). (2.71)

现在引入每个社团 Sk 的几何质心的定义如下

定义 2.15 (几何质心) 设 1 ≤ k ≤ N , S 的子集 Sk 的几何质心 c(Sk)定义为加权和

c(Sk) =
∑
x∈Sk

µ(x)

µ̂(Sk)
Φt(x). (2.72)

下述结论表明对于很小的 j, ψ̂j 和 φ̂j 是 P̂ 的关于特征值 λtj 的近似左, 右特征

向量.

定理 2.16 对于 1 ≤ k ≤ N , 有如下关系成立

ψ̂T
j P̂ = λtjψ̂

T
j + ej, P̂ φ̂j = λtjφ̂j + fj, (2.73)

其中 ej 和 fj 满足

∥ej∥21/µ̂ ≤ 2D, ∥fj∥2µ̂ ≤ 2D, (2.74)

这里

D =
N∑
k=1

∑
x∈Sk

µ(x)∥Φt(x)− c(Sk)∥2. (2.75)

这意味着如果 |λj|t ≫
√
D, 则 ψ̂j 和 φ̂j 是 P̂ 的关于特征值 λtj 的近似左, 右特征向

量. 定理的证明参见 [107]. 这个结论也指出为了使近似质量最优, 需要在扩散空间

中极小化如下失真度

D =
N∑
k=1

∑
x∈Sk

µ(x)∥Φt(x)− c(Sk)∥2
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≈ Ek{EX|k{∥Φt(X)− c(Sk)∥2|X ∈ Sk}}, (2.76)

也可写成关于成对距离的加权和的形式

D =
1

2

N∑
k=1

µ̂(Sk)
∑

x,y∈Sk

µ(x)

µ̂(Sk)

µ(y)

µ̂(Sk)
∥Φt(x)− Φt(y)∥2

≈ 1

2
Ek{EX,Y |k{∥Φt(X)− Φt(Y )∥2|X,Y ∈ Sk}}. (2.77)

2.4.2.3 极小化失真度的算法

最后, Lafon和 Lee将极小化问题的算法方面与 k-means算法联系起来. (2.75)

中 D的形式在信息论中是经典的, 其极小化等价于求解基于样本点集 Φt(S)的质

量分布的量化 N 个编码的扩散空间问题, 这个最优化问题通常由保证收敛到局部

极小值的 k-means算法[86]来解决:

(1) 在扩散空间中随机初始化分划 {S(0)
k }1≤k≤N .

(2) 对于 n > 0, 更新分划如下

S
(n)
k = {x : k = arg min

1≤l≤N
∥Φt(x)− c(S

(n−1)
l )∥2}, 1 ≤ k ≤ N, (2.78)

其中 c(S
(n−1)
l )是 S

(n−1)
l 的几何质心.

(3) 重复 (2)直到收敛.

这个方法的缺点是每个质心 {c(Sk)}可能不属于集合 {Φt(S)}, 这在应用中将导致

这样的组合没有意义的问题, 例如基因数据的情况. 为得到属于原始集合 S的社团

代表 {ck}, 从而引入如下的扩散中心的定义

定义 2.17 (扩散中心) S 的一个子集 Sk 的扩散中心 u(Sk)定义为

u(Sk) = argmin
x∈S

∥Φt(x)− c(Sk)∥2. (2.79)

这个概念没有定义唯一的扩散中心, 但是对于极小化失真度的目的是充分的. 注意

到 {u(Sk)}是质心思想在图上的推广. 现在, 如果 {Sk}是 k-means算法的输出, 则

可以将 Sk 中每个点标记为代表性的中心 u(Sk). 在这个意义上, 图 Ĝ是 G的二次

抽样形式, 对给定的 N 保持图的谱性质. 上述分析为扩散空间的 k-means算法提

供了严格的证明, 此外还使得本节的内容与谱图分割 (通常仅考虑图的 Laplace矩

阵的第一个非平凡特征向量)和特征映射 (用谱坐标来实现数据参数化)联系起来.
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法

本章的内容将介绍利用最优预测的框架[31–35]来解决复杂网络的分区问题, 特

别是寻找网络的一个最优分区. 为此可以定义网络之间的距离, 但不是像扩散距离

(2.53)那样的网络上的距离. 所提出的策略与已有的计算机科学中发展出来的图

形分割方法不同, 例如Meila和 Shi的MNCut算法[132]以及 Lafon和 Lee的扩散映

射的方法[107], 也和物理学家关于网络分析所提出的方法不同. 在 [43]中对于近来

主要相关的工作作了回顾.

下面将在网络的框架中发展最优预测理论, 并展示如何利用这个框架来最优

约化网络的维度. 特别是将展现如何利用最优预测来将网络分划成社团, 并且将所

提出的策略与近来网络分区中用到的其它降维方法进行比较. 同时, 也指出当网络

良分区时, 即在马氏链呈现谱间隙 (spectral gap), 且靠近 1的特征值对应的特征向

量近似分片常数的意义下, 本章中的方法渐近等价于基于谱分割的方法. 最后根据

此策略提出一个算法来分割网络, 并用几个具有代表性的算例加以阐明. 所有推导

的细节见附录 B.

本章内容主要参考 [60].

3.1 基于最优预测的方法的框架

3.1.1 网络与马氏链

设 G = (S,E)为一个具有 n个节点和m条边的网络 (或有限加权有向图), 其

中 S 为节点集合, E = {e(x, y)}x,y∈S 为权重矩阵, e(x, y)为连接节点 x和 y的边上

的权重. 权重矩阵的一个简单的例子是邻接矩阵 e(x, y) = 1或 0, 依赖于 x和 y是

否连接.
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考虑网络 G上的离散随机游动或扩散过程. 在每个时间步, 一个游动者位于

某一个节点并且移动到一个从其邻居中随机均匀选取的一个节点. 访问节点的序

列构成了一个马氏链, 其状态就是网络中的节点. 在每一步, 从节点 x到节点 y的

转移概率为

p(x, y) =
e(x, y)

d(x)
, d(x) =

∑
z∈S

e(x, z), (3.1)

其中 d(x)为节点 x的度[36, 120]. 这就定于了转移矩阵 P = {p(x, y)}x,y∈S. 如果取矩

阵 P 的 t次幂, 即让这个随机游动随时间 t演化, 则此过程由 P t = {pt(x, y)}x,y∈S
驱动,其中 pt(x, y)表示随机游动从节点 x经过 t个时间步移动到节点 y的概率,并

且为表述一致, 有 p1(x, y) = p(x, y). 如果网络不是有向的, 即 e(x, y) = e(y, x), 则

由 [36]知, 当起始于节点 x的随机游动时到达节点 y的时间步 t趋于无穷时的概率

仅依赖于 y的度, 而不再依赖于初始节点 x, 即

lim
t→+∞

pt(x, y) = µ(y), ∀x, y ∈ S, (3.2)

其中 µ是马氏链的平稳分布, 它具有形式

µ(x) =
d(x)∑
z∈S d(z)

, x ∈ S, (3.3)

满足平稳分布的定义

∑
x∈S

µ(x)pt(x, y) = µ(y), ∀t ≥ 1, (3.4)

进一步, µ还满足细致平衡条件

µ(x)pt(x, y) = µ(y)pt(y, x), ∀t ≥ 1, (3.5)

从而马氏链是可逆的. 为简便, 在以后的章节中, 均假设网络是无向的, 尽管多数

结果可以简单地推广到有向网络.

一个基本想法是从随机游动者在网络上移动来推断网络的性质, 这也是

下面的内容将采取的思想. 本文将利用下述的关于马氏链的基本事实. 假设

S 上随机游动者的初始分布为 µ0(x). 在后来的时刻 t ∈ N, 它们的概率分布
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为 µt(x) =
∑

y∈S µ0(y)pt(y, x). 为计算 P t, 可利用谱表示的方法. 设 {φj}n−1
j=0 和

{ψj}n−1
j=0 分别为 P 的右和左特征向量

Pφj = λjφj, ψT
j P = λjψ

T
j , j = 0, 1, . . . , n− 1. (3.6)

在可逆的情况下, 所有特征值均为实数且位于区间 [−1, 1], 记为 1 = λ0 ≥ |λ1| ≥

. . . ≥ |λn−1|. 显然有 φ0 = e = (1, . . . , 1)T 和 ψ0 = µ. 此外, 还有如下结论.

命题 3.1 设 P = {p(x, y)}x,y∈S 为随机矩阵, 具有平稳分布 µ, {φj}n−1
j=0 和 {ψj}n−1

j=0

分别为 P 的右和左特征向量, 则有下述关系式成立À:

(a) ψj(x) = φj(x)µ(x), j = 0, . . . , n− 1, x ∈ S;

(b) ψT
i φj = δij, i, j = 0, . . . , n− 1.

证明 事实上, 对于 (a), 可将 (3.6)写成分量形式, 有∑
y∈S

p(x, y)φj(y) = λjφj(x), (3.7)

两边同乘以 µ(x), 得到∑
y∈S

µ(x)p(x, y)φj(y) =
∑
y∈S

µ(y)p(y, x) = λjµ(x)φj(x), (3.8)

令 ψ̃j(x) = µ(x)φj(x), ∀x ∈ S, j = 0, . . . , n− 1, 则上式化为∑
y∈S

p(y, x)ψ̃j(y) = λjψ̃j(x), (3.9)

即 ψ̃T
j P = λjψ̃

T
j , 由 (3.6)知, ψj = ψ̃j, j = 0, . . . , n− 1, 这就得到了 (a)中结论.

对于 (b), 由于随机矩阵 P 在 L2
µ(n)中是对称的, 由 Hermite矩阵的性质Á, 其

右特征向量 (φ0 · · ·φn−1)构成 µ正交矩阵, 满足

(φi, φj)µ =
∑
x∈S

µ(x)φi(x)φj(x) = δij, (3.10)

再由 (a)知, 结论 (b)成立. �
À在第二章的命题 2.5中也给出相同结论.
Á若 A 是实对称矩阵, 则存在正交矩阵 U 和实对角矩阵 Λ = diag(λ1, . . . , λn), 使得 UTAU = Λ, 即

AU = UΛ. 详见 [79].
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因此, 由 P t(φ0 · · ·φn−1) = (φ0 · · ·φn−1)Λ
t和命题 3.1得到 P t的谱分解

P t = (φ0 · · ·φn−1)Λ
t(ψ0 · · ·ψn−1)

T , (3.11)

写成分量形式, 则有

pt(x, y) =
n−1∑
j=0

λtjφj(x)ψj(y) =
n−1∑
j=0

λtjφj(x)φj(y)µ(y). (3.12)

3.1.2 最优预测

本章要解决的主要问题是: 给定远小于 n的 N , 如何寻找一个具有 N 的节

点的网络上的马氏链来最好地表达原始马氏链的动力性质? E 等人从最优预

测[31–35]的观点解决了这个问题. 这是一个从变化角度实现模型约化的框架, 想法是

在某个目标函数极小化的意义下寻找约化模型来最佳逼近原始模型. E等人将沿

着这种思路来构造一个关于复杂网络最优分区的框架. 模型的空间就是网络上马

氏链的空间 S, 由它们相应的随机矩阵表示. 约化模型将会是 S 的具有 N 个元素

的分区上的可聚团的 (lumpable)马氏链, 这些马氏链自然地嵌入 S 上马氏链自身

的空间.

现引入 S 上马氏链 (随机矩阵)的状态空间关于平稳分布 µ的度量. 若 p(x, y)

是具有平稳分布 µ的随机矩阵, 定义它的 µ范数如下

∥P∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p(x, y)|2, (3.13)

则对于这个范数的含义, 有如下结论

引理 3.2 设 P = {p(x, y)}x,y∈S 为随机矩阵, 具有平稳分布 µ, 则由 (3.13)定义的 µ

范数等价于 L2
µ(n)空间中的 Hilbert-Schmidt范数, 即 ∥P∥2µ = ∥P∥2HS.

证明 首先证明: 对于前向自伴算子 F : L2
µ(n) → L2

µ(n), 满足

Ff(x) =
∑
y∈S

K(x, y)µ(y)f(y), ∀f ∈ L2
µ(n), (3.14)

其中K(x, y)为核函数, 则算子 F 的 Hilbert-Schmidt范数为

∥F∥2HS =
∑
x,y∈S

K2(x, y)µ(x)µ(y). (3.15)
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事实上, 设 {ϕj}n−1
j=0 是 L2

µ(n)的一组 µ正交基, 则

K(x, y) =
n−1∑
i,j=0

cijϕi(x)ϕj(y). (3.16)

一方面, 由于 F 自伴, 记 tr(·)为算子的迹, 则有

∥F∥2HS = tr(F ∗F ) =
n−1∑
j=0

(ϕj, F
∗Fϕj)µ =

n−1∑
j=0

(Fϕj, Fϕj)µ, (3.17)

将 (3.14)的形式代入上式, 得到

∥F∥2HS =
n−1∑
j=0

(∑
y∈S

K(x, y)ϕj(y)µ(y)

)
·

(∑
z∈S

K(x, z)ϕj(z)µ(z)

)
· µ(x)

=
n−1∑
j=0

∑
x,y,z∈S

K(x, y)K(x, z)ϕj(y)ϕj(z)µ(x)µ(y)µ(z)

=
n−1∑
j=0

∑
x,y,z∈S

n−1∑
s,t,u,v=0

cstϕs(x)ϕt(y)cuvϕu(x)ϕv(z)ϕj(y)ϕj(z)µ(z)µ(y)µ(z)

=
n−1∑
j=0

∑
x,y,z∈S

n−1∑
s,t,u,v=0

cstcuvδsuδtjδvjµ(z)µ(y)µ(z)

=
n−1∑

s,t,u,v=0

cstcuvδsuδtv =
n−1∑
s,t=0

c2st. (3.18)

另一方面, 注意到 (3.15)的右端为

∑
x,y∈S

K2(x, y)µ(x)µ(y) =
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)
n−1∑

s,t,u,v=0

cstϕs(x)ϕt(y)cuvϕu(x)ϕv(y)

=
n−1∑

s,t,u,v=0

cstcuvδsuδtv =
n−1∑
s,t=0

c2st. (3.19)

从而证明了上述关于 L2
µ(n)空间自伴算子 F 的结论 (3.15).

其次, 注意到随机矩阵 P 是 L2
µ(n)空间自伴算子, 满足

Pf(x) =
∑
y∈S

p(x, y)f(y) =
∑
y∈S

p(x, y)

µ(y)
f(y)µ(y), ∀f ∈ L2

µ(n), (3.20)

则由 (3.14)知, K(x, y) = p(x, y)/µ(y), 再将其代入 (3.15), 得到 (3.13). �

– 61 –



3.1 基于最优预测的方法的框架 北京大学博士研究生学位论文

将谱分解 (3.12)代入 (3.13), 并由命题 3.1, 可以得到

∥p∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)
n−1∑
i,j=0

λiλjφi(x)φi(y)φj(x)φj(y) =
n−1∑
i=0

λ2i . (3.21)

从而范数 (3.13)为 P 的特征值平方和. 若随机矩阵 P1 和 P2 具有共同的平稳分布

µ, 则范数 (3.13)可以定义这两个矩阵之间的距离 ∥P1 − P2∥2µ, 选取 P1 = P 为原始

马氏链的随机矩阵, P2 是某一类随机矩阵, 则可以通过极小化 ∥P1 − P2∥2µ 来在这

一类中寻找最佳逼近原始马氏链的随机矩阵.

接下来, 选取 S 的一个分区 S =
∪N

k=1 Sk, 且 Sk

∩
Sl = ∅ 若 k ̸= l. 设

P̂ = {p̂(Sk, Sl)}Nk,l=1为状态空间 S = {S1, . . . , SN}上的随机矩阵, 这个矩阵可以被

自然地提升到原始状态空间 S 上的随机矩阵空间中的 P̃ = {p̃(x, y)}x,y∈S

p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)
, (3.22)

其中 1Sk
(x) = 1若 x ∈ Sk, 否则 1Sk

(x) = 0, 并且有

µ̂(Sk) =
∑
x∈Sk

µ(x). (3.23)

上述 (3.22)表明从 Sk 中的任何状态跳出的概率是相同的, 并且按照平稳分布进入

Sl. 这与粗粒化初始动力性质到新状态空间 S = {S1, . . . , SN}, 并忽略集合 Sk 中动

力性质细节的思想是一致的.

命题 3.3 如果 P̂ 是 S上的随机矩阵, 具有平稳分布 µ̂, 则由 (3.22)定义的 P̃ 为 S

上的随机矩阵, 具有平稳分布 µ. 若进一步, 有 P̂ 满足关于 µ̂的细致平衡条件, 则

P̃ 满足关于 µ的细致平衡条件.

证明 由已知, 对于 ∀k, l = 1, . . . , N , 有

p̂(Sk, Sl) ≥ 0,
N∑
l=1

p̂(Sk, Sl) = 1,
N∑
k=1

µ̂(Sk)p̂(Sk, Sl) = µ̂(Sl), (3.24)

则由 (3.22)知, 显然 p̃(x, y) ≥ 0, x, y ∈ S, 并可得出

∑
y∈S

p̃(x, y) =
∑
y∈S

N∑
k,l=1

1Sk
(x)p̂(Sk, Sl)

1Sl
(y)µ(y)

µ̂(Sl)
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=
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂(Sk, Sl)

∑
y∈Sl)

µ(y)

µ̂(Sl)

=
N∑
k=1

1Sk
(x)

N∑
l=1

p̂(Sk, Sl) = 1, (3.25)

∑
x∈S

µ(x)p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

(∑
x∈S

µ(x)1Sk
(x)

)
p̂(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)

= µ(y)
N∑
l=1

1Sl
(y)

1

µ̂(Sl)

N∑
k=1

µ̂(Sk)p̂(Sk, Sl)

= µ(y)
N∑
l=1

1Sl
(y) = µ(y), (3.26)

从而 P̃ 为 S上的随机矩阵, 且具有平稳分布 µ. 进一步, 如果 P̂ 满足关于 µ̂的细致

平衡条件, 即 µ̂(Sk)p̂(Sk, Sl) = µ̂(Sl)p̂(Sl, Sk), 于是有

µ(x)p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

µ(x)µ(y)1Sk
1Sl

p̂(Sk, Sl)

µ̂(Sl)

=
N∑

k,l=1

µ(x)µ(y)1Sk
1Sl

p̂(Sl, Sk)

µ̂(Sk)
= µ(y)p̃(y, x), (3.27)

则 P̃ 满足关于 µ的细致平衡条件. 于是结论得证. �

现考虑: 给定分区 S和某个 t ≥ 1, 如何计算 P t的最佳逼近 P̃? 如果最优是在

度量 (3.13)的意义下, 则最佳的 P̃ 是对于所有的形如 (3.22)的 P̃ 中使

E(P̃ ) = ∥P t − P̃∥2µ (3.28)

极小化的极小值点. 附录 B.1中的直接计算表明 E(P̃ )的极小值点 P̃ 中的 P̂ 有如

下形式

p̂∗(Sk, Sl) =
1

µ̂(Sk)

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y) =
n−1∑
j=0

λtjφ̂j(Sk)φ̂j(Sl)µ̂(Sl), (3.29)

其中第二个等号用到了 (3.12), 且

φ̂j(Sk) =

∑
x∈Sk

µ(x)φj(x)∑
x∈Sk

µ(x)
. (3.30)
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命题 3.4 方程 (3.29)中的 P̂ ∗ 是随机矩阵, µ̂是 S上转移矩阵为 P̂ ∗ 的马氏链的平

稳分布, 且 P̂ ∗满足关于 µ̂的细致平衡条件.

证明 由 (3.29), 有 p̂∗(Sk, Sl) ≥ 0, ∀k, l = 1, . . . , N , 且

N∑
l=1

p̂∗(Sk, Sl) =
1

µ̂(Sk)

N∑
l=1

∑
x∈Sk

µ(x)
∑
y∈Sl

pt(x, y) =
1

µ̂(Sk)
µ̂(Sk) = 1, (3.31)

故 P̂ ∗ 是随机矩阵. 由 (3.23)知, µ̂(Sk) ≥ 0, ∀k = 1, . . . , N , 且
∑N

k=1 µ(Sk) = 1, 此

外,

N∑
k=1

µ̂(Sk)p̂
∗(Sk, Sl) =

N∑
k=1

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y) =
∑
y∈Sl

∑
x∈S

µ(x)pt(x, y) = µ̂(Sl),

(3.32)

从而得到 µ̂为 S上的转移矩阵为 P̂ ∗的马氏链的平稳分布. 进一步, 有

µ̂(Sk)p̂
∗(Sk, Sl) =

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y)

=
∑

y∈Sl,x∈Sk

µ(y)pt(y, x) = µ̂(Sl)p̂
∗(Sl, Sk), (3.33)

则 µ̂还满足细致平衡条件. 结论得证. �

从而, 由命题 3.3, 知

p̃∗(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂∗(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)
(3.34)

是 S 上的随机矩阵, 其平稳分布为 µ, 那么矩阵 P̃ ∗ 是在形如 (3.22)的类中最佳逼

近原始 P t的随机矩阵. 此外, 由附录 B.2, 还可以得到 E(P̃ ∗) ≡ E∗, 其中

E∗ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|pt(x, y)|2 −

N∑
k,l=1

µ̂(Sk)

µ̂(Sl)
|p̂∗(Sk, Sl)|2

≡ ∥P t∥2µ − ∥P̂ ∗∥2µ̂. (3.35)

注意到 (3.22)是中的矩阵 P̃ 的秩 rank(P̃ ) ≤ N , 从而将 (3.29)代入 (3.22)所

得到的残量E∗ ≥ 0, 不小于对所有秩 N 矩阵 P̃ 来极小化 (3.28)所得到的残量. 直
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接的计算Â可以表明对所有秩 N 矩阵 P̃ , (3.28)的极小值点 P̃ ∗∗ = {p̃∗∗(x, y)}x,y∈S
为

p̃∗∗(x, y) =
N−1∑
j=0

λtjφj(x)φj(y)µ(y). (3.37)

注意到在一般情况下, 由于 (3.37)中的某些元素的可能为负, 故 P̃ ∗∗不是随机矩阵,

然而 E∗∗ = ∥P t − P̃ ∗∗∥2µ给出了残量 E∗的一个下界.

3.2 聚团性 (lumpability)与最优分区

3.2.1 马氏链关于分区的聚团性

定义 3.5 随机矩阵为 P 的马氏链关于分区 S = {S1, . . . , SN} 是可聚团的

(lumpable), 当且仅当原始链上的随机游动在这些集合上也是马氏的.

定理 3.6 假设由 (3.29)定义的 P̂ ∗ 是非奇异的, 则 E∗ ≥ E∗∗, 其中 E∗ = E∗∗ 当且

仅当马氏链关于 S是可聚团的. 此时, p̃∗∗(x, y) = p̃∗(x, y), x, y ∈ S.

这个定理是 [132]中结果的简单推论 (命题 2.12). 在 [132]中, Meila和 Shi证

明了矩阵随机矩阵 P 的马氏链在集合 S = {S1, . . . , SN}上是可聚团的, 当且仅当

满足下面两个条件之一:

(a) 对于每个 Sk,
∑

y∈Sl
p(x, y)与 x ∈ Sk 独立, 且矩阵 p̂∗(Sk, Sl) =

∑
y∈Sl

p(x, y),

x ∈ Sk, 是非奇异的.

(b) 前 N 个特征向量 φj(x), j = 0, . . . , N − 1, 关于分划 S = {S1, . . . , SN}是分片

常数的.

Â(低秩逼近定理)设 A为 n阶秩为 p的实对称矩阵, 则满足

∥A−Aq∥HS = min
{
∥A−B∥HS : B 为 n× n阶秩为 q的矩阵, 1 ≤ q ≤ p

}
的 n阶秩为 q矩阵 Aq 有如下形式

Aq = Udiag(λ1, . . . , λq, 0, . . . , 0)U
T ,

其中 λ1 ≥ · · · ≥ λn 为 A的特征值, U = (φ1 . . . φn)为 A的右特征向量构成的正交矩阵. 详见 [79].
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在这种情况下, 易知对于 i = 0, . . . , N − 1, φi(x)必须具有形式

φi(x) =
N∑
k=1

cik1Sk
(x), (3.38)

其中 c0k = 1, 且对于 i = 1, . . . , N − 1, 系数 cik 满足

N∑
k=1

cikµ̂(Sk) = 0
N∑
k=1

cikcjkµ̂(Sk) = δij. (3.39)

特征向量的 µ正交性条件蕴含着, 对于 i = N, . . . , n− 1和 ∀k = 1, . . . , N , 有∑
x∈Sk

φi(x)µ(x) = 0. (3.40)

因此, 得到

φ̂i(Sk) =

 cik, i = 0, . . . , N − 1,

0 i = N, . . . , n− 1.
(3.41)

再由 (3.29)和 (3.22), 得到

p̃∗(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)

N−1∑
i=0

λticikcil1Sl
(y)µ(y) ≡ p̃∗∗(x, y). (3.42)

在一般的情况中,马氏链关于分区 S = {s1, . . . , SN}是非可聚团的,并且 (3.37)

也将不再是随机矩阵, 因此, 它不是一个可接受的近似. 但是 (3.34)仍然是原始马

氏链随机矩阵的最优逼近, 且 E∗ − E∗∗给出了这个逼近关于聚团性的质量的的度

量. 稍后, 可以看到定理 3.6的条件对于良分区的网络是近似满足的.

3.2.2 最优分区

本章要解决的下一个问题是: 给定 N , 最好的分区 {S1, . . . , SN} 是什

么? 为了回答这个问题, E 等人将 (3.35) 看作是 {S1, . . . , SN} 的函数, 即

E∗ ≡ E(S1, . . . , SN), 并且计算

min
{S1,...,SN}

E(S1, . . . , SN) = − max
{S1,...,SN}

N∑
k,l=1

µ̂(Sk)

µ̂(Sl)
|p̂∗(Sk, Sl)|2. (3.43)

作为定理 3.6的一个直接推广, 有如下结论
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定理 3.7 记 {S∗
1 , . . . , S

∗
N}为极小化 (3.43)的分区, 并设 E∗∗ = ∥P t − P̃ ∗∗∥2µ, 其中

P̃ ∗∗由 (3.37)给出, 则有 E(S∗
1 , . . . , S

∗
N) ≥ E∗∗, 并且 E(S∗

1 , . . . , S
∗
N) = E∗∗当且仅当

马氏链关于分区 S∗ = {S∗
1 , . . . , S

∗
N}是可聚团的.

换句话说, 如果马氏链关于一个具有 N 个集合的分区是可聚团的, 则极小化问题

(3.43)可识别这些集合. 下面, E等人提出了一个 k-means算法的变形来求解这个

极小化问题. 但做这件事情之前, 先将这里提出的准则与先前提出的分割网络的其

它准则进行比较.

3.2.2.1 与其它分区策略的比较

在 [107]中, Lafon和 Lee提出了一个网络分区的统一框架. 基本思想是引入下

述网络节点之间的扩散距离 (这可以与网络之间的距离 (3.28)形成对照)

D2
t (x, y) =

∑
z∈S

(pt(x, z)− pt(y, z))
2

µ(z)
=

n−1∑
j=0

λ2tj (φj(x)− φj(y))
2. (3.44)

基于这个扩散距离, Lafon和 Lee指出通过极小化下述的失真度来分割网络

min
{S1,...,SN}

N∑
k=1

∑
x∈Sk

µ(x)
n−1∑
j=0

λ2tj (φj(x)− φ̂j(Sk))
2, (3.45)

其中 φ̂j(Sk)如 (3.30)所定义. 这个目标, 或更精确地说, 向量

(λ2t1 φ̂1(Sk), . . . , λ
2t
n−1φ̂n−1(Sk)) (3.46)

在 [107]中称为几何质心. 通过展开 (3.45)并利用 (3.12)和 (3.29), 易知 (3.45)可重

新表示为

min
{S1,...,SN}

(∑
x∈S

pt(x, x)−
N∑
k=1

p̂∗(Sk, Sk)

)
, (3.47)

或等价地, 有

max
{S1,...,SN}

N∑
k=1

p̂∗(Sk, Sk) = max
{S1,...,SN}

N∑
k=1

∑
x,y∈Sk

µ(x)pt(x, y)∑
x∈Sk

µ(x)
. (3.48)

这个准则也在 [132]中提出的MNCut算法, 以及在 [47]中引入并在 [49, 50]中得到

进一步发展的几乎不变集合体中采用过.
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为了看清 (3.48) 与 (3.43) 之间的差异, E 等人注意到当马氏链关于

{S1, . . . , SN} 是可聚团的, 则 (3.48) 的极小值点可能会是分区 {S ′
1, . . . , S

′
N}, 它

与 {S1, . . . , SN}不同, 从而与 (3.43)的极小值点不同.

下面介绍一个简单的例子来举例说明这个观点. 假设 S = {1, . . . , 2n},

p(x, y) = 1
2
如果 x = 2, . . . , 2n − 1 且 y = x ± 1, p(1, 2) = p(2n, 2n − 1) = 1,

p(x, y) = 0对所有其它情形 (即每个节点仅与直线上它的两个直接邻居相连). 这

个链关于两个状态的链 S1 = {1, 3, . . . , 2n − 1}和 S2 = {2, 3 . . . , 2n}是可聚团的,

其中

p̂∗(S1, S1) = p̂∗(S2, S2) = 0,

p̂∗(S1, S2) = p̂∗(S2, S1) = 1.

根据这个选取, 实际上残量 E(S1, S2) = E∗∗, 这与定理 3.7是一致的. 另一方面,

(3.48)导致 S ′
1 = {1, 2, . . . , n}和 S ′

2 = {n + 1, n + 2, . . . , 2n}, 并且马氏链关于这个

分区不是可聚团的. 因此基于 (3.43)和 (3.48)的分区算法实际上是不同的. 可以猜

想 (3.48)可能在数据分割中更为有用 (即如果网络上的动力学是不相关的), 而如

果对于网络的动力学性质更感兴趣, 则 (3.43)较之更为可取.

最后, 令人感兴趣的是, 虽然 (3.43)和 (3.48)是不同的, 但是对于下面将要描

述的良分区网络, 它们是等价的.

3.2.2.2 良分区网络的情况

由定义知, 称一个网络为良分区的, 如果与其相关联的马氏链具有一个谱间隙,

即 (3.6)中定义的 P 的特征值满足

λj = 1− ηjδ, k = 1, . . . , N − 1,

|λj| < λ⋆, k = N, . . . , n− 1,

其中 0 < δ ≪ 1, ηj > 0, λ⋆ ∈ (0, 1)关于 δ是 O(1)的. 在这种情况下可以证明, 存

在 S的一个具有 N 个集合的分区 {S1, . . . , SN}, 使得 P 的前 N 个特征向量在这些
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集合上是近似分片常数的

φj(x) =
N∑
k=1

cjk1Sk
(x) + o(1), k = 1, . . . , N − 1, (3.49)

其中 c0k = 1, 且系数 cjk 对于 j = 1, . . . , N − 1 满足 (3.39). 这表明马氏链关

于分区 {S1, . . . , SN} 是近似可聚团的, 并且由定理 3.7, 关于这些集合上的残量

E(S1, . . . , SN), 当 δ → 0时, 趋于 E∗∗. 事实上, 在这种情况下, 有

∥P̃ ∗ − P t(δ)∥2µ → 0, δ → 0, (3.50)

其中 t(δ) = 1/δ, P̃ ∗由 (3.34)给出.这是离散时间形式的Khasminskii平均定理[101].

在 pt(x, y)中取 t(δ) = 1/δ, 则相似的计算表明, {S1, . . . , SN}也是依照 (3.48)

的最优分区. 因此对于良分区的网络, (3.43)和 (3.48)是渐近等价的.

3.3 算法的构造

在实践中, 能够简易地处理极小化问题 (3.43)是极其重要的. 在 [107]中, 极小

化问题 (3.45)可利用 k-means算法[86]求解. 这里将指出这个算法的一个变形也可

以用来处理 (3.43).

算法 3.8 (变形 k-means算法)

(1) 随机初始化分区 {S(0)
k }Nk=1.

(2) 对于 n ≥ 0, 计算 p̂
(n)
kl 如下

p̂
(n)
kl =

1

µ̂(S
(n)
k )

∑
x∈S(n)

k ,y∈S(n)
l

µ(x)pt(x, y). (3.51)

(3) 对于 n ≥ 0, 更新分区 {S(n+1)
k }如下

S
(n+1)
k =

{
x : k = argmin

l
Ē(x, S

(n)
l )
}
, k = 1, · · · , N, (3.52)

其中

Ē(x, Sk) =
N∑
l=1

∑
y∈Sl

µ(x)µ(y)

∣∣∣∣pt(x, y)µ(y)
− p̂∗(Sk, Sl)

µ̂(Sl)

∣∣∣∣2 . (3.53)
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(4) 重复步骤 (2)到 (3)直至目标函数不再下降.

这个算法像所有的 k-means 型算法一样, 尽管不收敛于全局极小值, 但是

具有收敛速度很快的优点. 实际上, 这里的情形比通常情形稍坏一些, 因为

Ē(x, Sk)隐式地依赖于先前的分区, 这是由于 (3.53)中 Sl 的出现. 因此目标函数

E(S1, . . . , SN)不能保证每一次迭代都下降. 这个问题可以通过若目标函数上升或

保持常数则终止迭代来解决, 然后用一些不同的初始分区 {S(0)
k }Nk=1作为初值来重

复这个计算过程, 并选取最佳的结果, 就像使用 k-means算法时通常所做的那样.

下面考虑算法的计算量. 由附录 B.3可知, 上述变形 k-means算法中每次迭代

的花费, 即计算 (3.52)和 (3.53)的花费, 为 O(N(n +m)), 其中 n是网络中的节点

数, m是边数, N 是社团数目, 这个量从而为变形 k-means算法的花费提供了一个

下界. 若估计它的实际花费, 还要估计需要用多少随机初始分区来确定实际的极小

值, 和在达到一个局部极小值之前算法需要做多少次迭代. 这些数字很难解析地计

算出来. 在规模增长的 ad hoc网络的实验中, 可以发现这些数字看起来仅是微弱

地依赖于网络的规模: 通常, 500个随机初始分区已经足够, 并且对于每一个, 算法

于几十步内收敛, 甚至对于大型的网络 (即 n取值在 128和 1280之间). 如果这些

结果是一般性的, 这将使变形 k-means算法成为在 [43]中比较的诸多方法中花费

最少的算法之一, 然而这一点仍需要进一步的研究.

3.4 数值实验

3.4.1 空手道俱乐部网络

作为第一个测试, E 等人采用空手道俱乐部这个众所周知的例子. 这个

网络是 Wayne Zachary 在观察一个美国大学的空手道俱乐部成员之间的社

交活动后所构建的[210], 具体描述见 1.5.2. E 等人将算法应用于 Zachary 原始

网络, 并选取随机分区作为变形 k-means 算法的初始条件. 图 3.1 显示了变形

k-means 算法所得到的分区结果, 对应于 S1 = {1 : 8, 10 : 14, 17, 18, 20, 22} 和

S2 = {9, 15, 16, 19, 21, 23 : 34}. 这与 Zachary观察到的分裂后的小俱乐部的实际结

构 S1 = {1 : 8, 11 : 14, 17, 18, 20, 22}和 S2 = {9, 10, 15, 16, 19, 21, 23 : 34}非常相似,

仅有一个节点 10被误分区.
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图 3.1: 利用变形 k-means方法确定的 Zachary空手道俱乐部网络[210]的两个社团. 节点 1和

节点 33分别表示管理者和主教练. 选取随机分区作为变形 k-means算法的初始条件, 算法得

到的分区为 S1 = {1 : 8, 10 : 14, 17, 18, 20, 22}和 S2 = {9, 15, 16, 19, 21, 23 : 34}, 这和 Zachary

实际的观察非常相似: 仅有一个节点 10被误分区.

3.4.2 128个节点的 ad hoc网络

作为第二个测试, E等人采用 ad hoc网络的例子, 这类网络具有已知的社团结

构, 构造如 1.5.1所述. 通常定义 zout 为某个节点与属于其它社团节点之间连接的

平均数, zout越大, 社团就变得越模糊 (diffusive).

首先, E等人在假设社团数目 N = 4已知的情况下用变形 k-means算法去分

割网络. 考虑 0和 8之间的一些 zout 的值, 并计算变形 k-means算法得到的节点

识别的正确率 f (为计算这个分数 f , E等人采用了 [144]中提出的评判准则, 在

[43]中也用它来进行比较研究). 为了使结果较少地依赖于特殊的网络选取, 对于

zout 的每个值, E等人选取网络的 100个实现, 计算这 100个实现中的 f 的均值和

标准差. 在每种情形下, 他们取 100, 300, 500, 1000个随机初始分区来应用变形

k-means算法, 并取最佳结果, 即具有最小残量 E∗的结果. 最终关于 f 的均值的结

果如图 3.2所示. 这表明方法在识别正确的社团方面表现得很好, 一直到 zout = 7.5

(其中 zout/⟨d⟩ = 0.4688, 500次试验的 f = 0.93), 仅对于 zout = 8的情况才出现

恶化 (其中 zout/⟨d⟩ = 0.5, 500次试验的 f = 0.7367). 即使在这种情况下, 变形
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图 3.2: 节点识别的正确率随 zout 的变化. 四条曲线分别表示 k-means算法取 100, 300, 500,

1000次随机初始分区所得到的结果[60]. 如图所示, 结果随初始条件数量的增加而改进, 但最

终饱和 (500次试验的曲线几乎无法与其上面的 1000次试验的曲线区分开). 结果表明变形

k-means算法与 [43]中提及的诸多算法相比起来是最好的算法之一.

k-means算法与 [43]中陈述的方法相比较仍然非常具有竞争力, 其中仅有两种方法

在最后的数据点 zout/⟨d⟩ = 0.5上优于变形 k-means算法. 下面将更详细地讨论变

形 k-means算法关于精度方面的性能.

3.4.3 算法的精度

图 3.2中展示的结果表明变形 k-means算法可以正确地识别多于 90%的 f 的

节点, 直到 zout = 7.5. 方法当 zout = 8时恶化, 然而令人感兴趣的是去研究此时发

生了什么. 需要解决的第一个问题是, 变形 k-means算法是否能够确定目标函数

(3.43)的极小值 E∗, 因为它依赖于采用的随机初始分区的数目. 图 3.2中的结果表

明若初始分区数目大于 500, 那么的确是这种情况. 图 3.3中的结果, 对于 zout = 8

的 ad hoc网络的 100次实现, 取 100, 300, 500, 1000个随机初始分划, 通过展示变

形 k-means算法所得到的残量 E∗, 来确定这个发现. 图 3.3也解释了对于分割诸

如 zout = 8时的 ad hoc网络这样的具有扩散社团结构的网络的固有的困难. 实际

上, 可以看出从已知社团结构计算出的残量 E∗ 通常大于变形 k-means算法确定
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图 3.3: 对于 ad hoc网络的 zout = 8的 100次独立实现, 利用变形 k-means算法分别取 100,

300, 500, 1000次随机初始分区所得到的残量 E∗[60]. 图中也展示了利用网络的已知分区计算

出的残量 E∗. 可以看出由变形 k-means算法确定的实际残量 E∗ 通常小于利用已知社团计算

的残量. 这反映了当 zout = 8时 ad hoc网络中社团结构分散的性质. 图中置入垂直线为了可

视化不同实现所确定的不同的点.

的残量. 这意味着, 至少关于聚团性, 当 zout = 8时, 社团结构通常变得十分模糊

(diffusive), 使得其它社团实际上较好, 这就是为什么在这个情况下节点识别的正

确率 f 变得较小.

3.4.4 确定社团数目 N

到目前为止, E等人都假设社团数目 N 是给定的. 然而, 在许多应用中, 这个

数目是预先未知的, 并需要通过分割方法本身来确定. 结合变形 k-means算法, 一

种处理方式是取一些不同的 N 值来应用算法, 然后比较结果. 例如, 设 zout = 6, 并

对于 N = 2, 3 . . . , 8个社团来应用变形 k-means算法, 可发现如下结果. 当 N = 2

时, 变形 k-means算法确定出一个包含 32个节点的社团, 这是一个正确的社团,
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和一个包含96个节点的社团, 这是余下 3个正确社团的合并. 当 N = 3时, 变形

k-means算法正确识别出两个包含 32个节点的社团, 并将其它两个分区在一起.

当 N = 4时, 变形 k-means算法得到正确的分区. 当 N = 5时, 变形 k-means算法

也得到正确的分区, 除了其中一个包含 32个节点的社团分裂成两个. 当 N = 6, 7, 8

时出现相似的情形, 分别有两个, 三个和四个包含 32个节点的正确的社团分裂成

两个.

如何预先确定这些结果中哪个 N 值才是真实值? 最自然的方式是考虑每种

情形中的相对残量 E∗ − E∗∗. 在 zout = 6的 ad hoc网络的例子中, E等人发现

E∗ − E∗∗从 N = 2到 N = 4是缓慢增长的, 然后当 N > 4时增长变得更快. 这看

起来巩固了 N = 4使最优选择的结论 (由于使用更多的社团使结果更差).

与传统的 k-means算法族[86]一样, 这里的变形 k-means算法是建立在对一个

社团数已知的给定的目标函数的最优化的基础之上的. 这个目标函数 (3.28)随社

团数目增加而减少, 无法用它来实现自动模型选择. 这激发了作者产生构造有效性

指标 (validity index)函数[17, 18, 44, 45, 59, 73, 74, 148, 149, 160, 171, 189, 207, 208, 211]来衡量社

团结构的质量的想法, 最优社团数目可通过选择指标的最小或最大值来确定. 在网

络分析的框架中, 广泛使用的著名的模量 (modularity)函数[144]也扮演了类似的角

色. 在第五章中, 作者将构造了一个新的有效性指标, 它包含每个分区的社团内部

紧密程度 (compactness)与社团间分离程度 (separation), 来度量网络社团结构的

优良性. 所构造的算法不仅可以有效得到网络的社团结构, 而且不用任何关于社团

结构的先验信息就可以自动确定出社团的数目[118]. 这将在第五章进行详细介绍.

3.5 小结

总之, E等人发展了基于 Hilbert-Schmidt度量粗粒化可逆马氏链的理论框架,

提出了一个基于最优预测理论的复杂网络分区的新方法. 这个方法切合了有关网

络上动力学的情形, 并给出了服从原始网络上最优动力学的粗粒化网络. 正如 E

等人所指出的那样, 变形 k-means算法可以应用于复杂网络分区的问题中, 效果良

好, 并且相对于 [43]中所提及的那些现有的方法, 无论在精度方面还是在计算量方

面都是一个令人吸引的选择.
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法

本章将第三章介绍的工作[60]扩展到概率性的框架中[114]. 此时网络中每个节点

以某一概率从属于某一社团, 而不是将节点分配到确定的社团中. 本章提出一个

概率分布空间的自由能函数, 当温度为 −∞时, 该自由能函数退化成第三章提出

的目标函数(3.28). 对于这个概率性的框架, 本章也构造了相应的网络分区的算法.

这种扩展是十分自然和有价值的, 特别是对于那些没有显著社团结构的网络. 这

种想法也类似于数据挖掘中的模糊分区 (fuzzy clustering)[89]以及 fuzzy c-means算

法[19, 58]. 后面的阐述中将表明模糊分区通常包含更多详细的信息.

本章提出了三种算法: 基于极小化自由能得到的 Euler-Lagrange方程组之间

的交替迭代法, 关于自由能的带投影算子的梯度下降法, 以及于关于自由能的指

数变换的最速下降法. 将这些算法实施于四个算例: Zachary空手道俱乐部网络,

Gauss混合模型生成的样本网络, 1280个节点的 ad hoc网络和 Mueller势生成的

样本网络. 数值结果表明交替迭代算法 AIP通常具有更高的效率和精度. 但是作

为非线性问题的迭代算法, 其收敛性不能保证. 这种情形下, 梯度下降的方法提供

了一个合理的可选择的方法.

本章将阐述的内容如下. 4.1首先简要回顾第三章中的框架, 然后介绍相应的

网络概率性分区的形式. 4.2提出三种算法, 别是交替迭代法 AIP, 带投影算子的梯

度下降法 SDP, CGP和指数变换的最速下降法 ETSD. 4.3将算法 AIP和 ETSD应

用于之前提到的四个算例, 并比较数值结果和算法的性能. 带投影算子的最速下降

法 SDP和共轭梯度法 CGP的数值结果详见 [116]. 所有推导的细节参见附录 C.

本章内容主要参考 [114].
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4.1 网络概率性分割的框架

首先简要回顾一下第三章[60]中提出的网络最优分区的框架. 设 G = (S,E)为

一个具有 n个节点和 m条边的网络, 其中 S 是节点集合, E = {e(x, y)}x,y∈S 是

权重矩阵, e(x, y) 是连接节点 x 和 y 的边的权重. 权重矩阵的一个简单的例子

就是邻接矩阵 e(x, y) = 0或 1, 取决于 x与 y 是否连接. 于是可以通过随机矩阵

p = {p(x, y)}x,y∈S 将这个网络与一个离散马氏链联系起来

p(x, y) =
e(x, y)

d(x)
, d(x) =

∑
z∈S

e(x, z), (4.1)

其中 d(x)是节点 x的度[36, 120], 这对应于网络上各向同性的随机游动, 该马氏链具

有平稳分布

µ(x) =
d(x)∑
z∈S d(z)

, (4.2)

并且满足细致平衡条件

µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x). (4.3)

给定 S 的一个分区 S =
∪N

k=1 Sk, 且 Sk

∩
Sl = ∅若 k ̸= l. 设 p̂kl 是状态空间

S = {S1, . . . , SN}中从 Sk 到 Sl的粗粒化的转移概率, 满足

p̂kl ≥ 0,
N∑
l=1

p̂kl = 1, (4.4)

这个矩阵可以通过下述表达式自然地提升到原始状态空间上的随机矩阵空间去

p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂kl1Sl

(y)
µ(y)

µ̂l

, (4.5)

其中 1Sk
(x) = 1若 x ∈ Sk, 否则 1Sk

(x) = 0, 并且有

µ̂k =
∑
x∈Sk

µ(x). (4.6)

这种压缩和提升随机矩阵的规模同时保留其随机矩阵性质的思想在 [75, 76, 107]

等文献中也曾提到过.
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在第三章[60]中 E等人介绍了随机矩阵空间中的一种度量 (Hilbert-Schmidt范

数). 设两个随机矩阵 p1 = (p1(x, y))和 p2 = (p2(x, y)), 定义

∥p1 − p2∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p1(x, y)− p2(x, y)|2 (4.7)

则最优分区可通过极小化 ∥p̃− p∥µ得到.

在上述的公式中, 每个节点在分区后仅属于一个社团. 这在很多情形下非常具

有局限性, 比如网络中那些共享一个或几个社团的节点, 或者说在图形表示中位于

不同社团之间边缘的节点. 在社会网络中, 将人们按照他们相互之间的社会联系分

成不同的社团时, 其中会有一些人以非零的概率属于不同的社团, 他们起到了中间

媒介的作用. 在分子动力学中, 将轨道分成服从于不同亚稳态的不同区域时, 处于

过渡带的节点停留在中间, 并起到了瓶颈的作用. 这就促使了最优分区理论向概率

性的框架扩展和推广.

本章的主要思想是在 (4.5) 中, 用一般性的概率函数 ρk(x) 代替示性函数

1Sk
(x), 这里 ρk(x)是节点 x属于第 k个社团 Sk 的概率, 从而自然地要求

ρk(x) ≥ 0,
N∑
k=1

ρk(x) = 1, x ∈ S. (4.8)

同理, 可以定义其诱导的马氏链的转移概率矩阵

p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

ρk(x)p̂klρl(y)
µ(y)

µ̂l

, x, y ∈ S, (4.9)

其中

µ̂k =
∑
z∈S

ρk(z)µ(z). (4.10)

这里提升随机矩阵大小的思想类似于确定性分区的情形, 它表明了这样的观点, 即

节点 x通过由社团 Sk到社团 Sl的不同的渠道, 并以它们相应的从属概率转移到节

点 y, 最终停留在稳态. 不难验证

命题 4.1 如果 p̂是 S上的随机矩阵, 具有平稳分布 µ̂, 则由 (4.9)定义的 p̃为 S 上

的随机矩阵, 具有平稳分布 µ. 若进一步, 有 p̂满足关于 µ̂的细致平衡条件, 则 p̃满

足关于 µ的细致平衡条件.
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给定社团数目 N , 可以通过考虑如下的极小化问题

min
ρk(x), p̂kl

J = ∥p− p̃∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p(x, y)− p̃(x, y)|2

=
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
p(x, y)

µ(y)
−

N∑
k,l=1

ρk(x)ρl(y)
p̂kl
µ̂l

)2

(4.11)

服从于约束条件 (4.4)和 (4.8), 并且从网络动力学的角度最优地约化马氏链.

极小化问题 (4.11)可以理解为如下问题当温度 T 取 0时的形式

min
ρk(x), p̂kl

(
J + T

∑
x∈S

N∑
k=1

ρk(x) ln ρk(x)

)
, (4.12)

其中非负参数 T 起到温度的作用. 当 T = +∞时, 由于泛函 (4.12)中表示熵的

项为非正数, 故 ρk(x)为常数; 当 T = −∞时, 表示熵的项变成了一个强约束, 即

ρk(x)或者是 0或者是 1, 这退化成确定性分区的情形; 当 T = 0时, 又得到了概率

性分区的目标函数 (4.11).

为了极小化 (4.11)中的目标函数 J , 可以定义

p̂∗kl =
1

µ̂k

∑
x,y∈S

µ(x)ρk(x)p(x, y)ρl(y), (4.13)

这是对于确定性分区的情形进行推广所得到的. 容易验证

命题 4.2 p̂∗是 S上的随机矩阵, 平稳分布为 µ̂, 且满足关于 µ̂的细致平衡条件.

带有约束条件 (4.4) 和 (4.8) 的 J 的最优化问题, 相当于求 (4.11) 的稳

定点, 本章用三种形式来构造这个极小化问题的算法. 为描述方便, 记

ρ = {ρk(x)}k=1,...,N,x∈S 为 N × n的矩阵, 定义 ˆ̂µ为 N ×N 的矩阵, 其元素为

ˆ̂µkl =
∑
z∈S

µ(z)ρk(z)ρl(z) = (ρ · Iµ · ρT )kl. (4.14)

对角矩阵 Iµ和 Iµ̂分别为 n× n和 N ×N 的矩阵, 其元素为

Iµ(x, y) = µ(x)δ(x, y), x, y ∈ S, (4.15a)

(Iµ̂)kl = µ̂kδkl, k, l = 1, . . . , N, (4.15b)

其中 δ(x, y)和 δkl均为 Kronecker delta符号.
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4.2 算法的构造

4.2.1 基于 Euler-Lagrange方程组的交替迭代法

引理 4.3 带有约束条件
∑N

k=1 ρk(x) = 1的极小化问题 (4.11)的 Euler-Lagrange组

如下所述 (
I−1
µ̂ · ˆ̂µ

)
· p̂ ·

(
I−1
µ̂ · ˆ̂µ

)
= p̂∗, (4.16a)

ρ = Iµ̂p̂
−1 ˆ̂µ−1ρpT , (4.16b)

关于引理 4.3的证明见附录 C.1, 它们给出了极小值点应该满足的必要条件.

命题 4.4 如果 ˆ̂µ可逆, 则 (4.16a)中的 p̂是一个随机矩阵. 进一步, 如果 p̂∗ 满足关

于 µ̂的细致平衡条件, 则 p̂也满足关于 µ̂的细致平衡条件.

证明 注意到

ˆ̂µ · 1N×1 = µ̂, Iµ̂ · 1N×1 = µ̂, (4.17)

其中 1N×1 = (1, . . . , 1)T 表示 N 阶全1向量. 如果 ˆ̂µ可逆, 通过直接计算可得

p̂ · 1N×1 = ˆ̂µ−1Iµ̂p̂
∗ ˆ̂µ−1Iµ̂ · 1N×1 = 1N×1 (4.18)

这表明 p̂是为随机矩阵. 进一步, 当 p̂∗ 满足关于 µ̂的细致平衡条件 Iµ̂p̂
∗ = p̂∗T Iµ̂

时, 得到

p̂ · I−1
µ̂ = ˆ̂µ−1Iµ̂p̂

∗ ˆ̂µ−1 = ˆ̂µ−1p̂∗T Iµ̂ ˆ̂µ
−1 = I−1

µ̂ · p̂T , (4.19)

从而 p̂满足关于 µ̂的细致平衡条件. �

由 Euler-Lagrange方程组 (4.16)立即得到的一个策略是在关于 p̂和 ρ的方程

之间交替迭代. 为了保证算法的可实现性, 即 p̂和 ρ的非负性和归一化条件, 需要

在每次迭代后加入一个投影步, 即将最优性条件 (4.16)变为

p̂ = P
(
ˆ̂µ−1 · Iµ̂ · p̂∗ · ˆ̂µ−1 · Iµ̂

)
, (4.20a)

ρ = P
(
Iµ̂p̂

−1 ˆ̂µ−1ρpT
)
. (4.20b)

这里 P 是一个投影算子, 它可将一个实向量映射成一个具有非负归一化分量的向

量. 这就得到了如下的算法.
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算法 4.5 (带投影算子的交替迭代法, Alternating Iteration algorithm with Projec-

tions — AIP)

(1) 设置初始状态 ρ(0)为算法 3.8中变形 k-means得到的关于网络中每个节点确

定性分区的示性矩阵, n = 0.

(2) 执行下面的简单迭代, 直到 ∥ρ(n+1) − ρ(n)∥ ≤ Etol:

p̂(n+1) = P [(ˆ̂µ−1 · Iµ̂ · p̂∗ · ˆ̂µ−1 · Iµ̂)(n)], (4.21a)

ρ(n+1) = P [(Iµ̂p̂
−1 ˆ̂µ−1ρpT )(n)]. (4.21b)

这里 Etol是给定的精度.

(3) 最终的 ρ(n)给出每个节点的概率性分区.

本章的计算中用到了投影算子 P 的两种选择, 这两种投影算子的选择对于数

值结果影响不大. 设 u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn, 且 ui < 0当 i ∈ Λ.

(i) 选择1: 投影到边界的直接投影. 当 i ∈ Λ, 令 Pui = 0; 否则, 令 Pui =

ui/
∑

j /∈Λ uj.

(ii) 选择2: 反复投影. 首先将 u投影到超平面
∑n

i=1 ui = 1, 然后检查投影过的 u

的每个分量. 如果 ui0 < 0, 令 Pui0 = 0, 并向一个约化的超平面
∑

i̸=i0
ui = 1

再次投影. 对于更低维的超平面重复此投影过程, 直到没有负的分量为止.

作者发现算法的收敛速率取决于网络的结构. 对于一个有良好分区的社团结

构的复杂网络, 收敛通常很快. 但是对于一个分区较为模糊网络, 收敛就会很慢.

现在来估计每次迭代中的计算量. 注意到在 p̂的迭代步中, 所有的矩阵都是N ×N

阶.

(a) p̂迭代步的计算量. 易知计算 µ̂花费 O(Nn), 而计算 ˆ̂µ花费 O(N2n). 计算

p̂∗花费 O(N2m), 其中m表示边数, 其在真实网络中通常假定是 O(n). 计算

ˆ̂µ−1的花费是 O(N3). 因此, 计算 p̂的步骤中的总花费是 O(N2(m+ n)).

(b) ρ迭代步的计算量. ρpT 花费 O(Nm), Iµ̂p̂
−1 ˆ̂µ−1 花费 O(N3). 所以计算 ρ的

总花费是 O(N2n+Nm).
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4.2.2 带投影算子的梯度下降方法

另一种显而易见的选择是用最速下降法来极小化目标函数. 易知 (4.11)的梯

度流 (gradient flow)为
dp̂

dt
= −∂J

∂p̂
(p̂, ρ), (4.22a)

dρ

dt
= −∂J

∂ρ
(p̂, ρ). (4.22b)

引理 4.6 目标函数 J 关于 p̂和 ρ的偏导数分别为

∂J

∂p̂
= 2

(
ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂ − Iµ̂p̂
∗I−1

µ̂

)
, (4.23a)

∂J

∂ρ
=2

[(
p̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂ p̂T + I−1
µ̂ p̂T ˆ̂µp̂I−1

µ̂

)
· ρIµ −

(
p̂I−1

µ̂ + I−1
µ̂ p̂T

)
· ρpT Iµ

−
((
I−2
µ̂ p̂T

)
∗
(
ˆ̂µI−1

µ̂ p̂T ˆ̂µ
))

· 1N×1µ
T +

((
I−2
µ̂ p̂T

)
∗
(
p̂∗
)T) · µ̂µT

]
,

(4.23b)

引理 4.6的证明见附录C.2. 方程组 (4.23)给出了目标函数 (4.11)的偏导数,这

是构造梯度方法的关键. 于是可以利用最速下降法[79, 86]求解约束优化问题 (4.11).

为了保证 p̂和 ρ的非负性和归一性, 依然需要在每一次更新后加入投影步, 于是得

到如下算法

算法 4.7 (带投影算子的最速下降法, Steepest Descent method with Projections

—SDP)

(1) 设置初始状态 ρ(0)为算法 3.8中变形 k-means得到的关于网络中每个节点确

定性分区的示性矩阵, n = 0.

(2) 执行下面的简单迭代, 直到 ∥ρ(n+1) − ρ(n)∥ ≤ Etol:

p̂(n+1) = P
(
p̂(n) − α

∂J

∂p̂
(p̂(n), ρ(n))

)
, (4.24a)

ρ(n+1) = P
(
ρ(n) − α

∂J

∂ρ
(p̂(n), ρ(n))

)
. (4.24b)

其中 α > 0为时间步长, Etol为给定的精度.
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(3) 最终的 ρ(n)给出每个节点的概率性分区.

时间步长 α通常选取为始于一个合理的初值, 然后随迭代步数 n减少到 0, 满

足 0 ≤ α(n) ≤ 1, 并且有

lim
n→∞

α(n) = 0,
∞∑
n=1

α(n) = ∞. (4.25)

关于这种情形的一个典型的例子是 α(n) = α0/n, 其中 α0为正常数
[124]. 另一种更

为简易的方法是将时间步长 α固定为一个正常数[123, 125], 这也是本章采用的方法,

因为初始分化已经足够好, 使得当 α变小时, 目标函数 (4.11)衰减得十分缓慢, 而

较大的 α值将引起爆炸.

下面来估计每次迭代中的计算量.

(a) p̂迭代步的计算量. 同 AIP一样, 易知 µ̂的计算量为 O(N2n), p̂∗ 的花费为

O(N2m), 故计算 p̂的花费为 O(N2(m+ n)).

(b) ρ迭代步的计算量. 由于 (4.23b)包含 p̂∗, 故计算 ρ的花费也为 O(N2(m+n)).

另一种选择是利用共轭梯度法的简单形式来极小化目标函数, 这种技巧在机

器学习中经常使用[79, 157], 它可以看作是上述最速下降法加上一个非零的动量项,

使得下降的效率大量提升. 这就引入了下面的算法.

算法 4.8 (带投影算子的共轭梯度法, Conjugate Gradient method with Projections

— CGP)

(1) 设置初始状态 ρ(0) 为算法 3.8中变形k-means得到的关于网络中每个节点确

定性分区的示性矩阵, n = 0.

(2) 执行下面的简单迭代, 直到 ∥ρ(n+1) − ρ(n)∥ ≤ Etol:

p̂(n+1) = P
(
p̂(n) − α

∂J

∂p̂
(p̂(n), ρ(n)) + β(p̂(n) − p̂(n−1))

)
, (4.26a)

ρ(n+1) = P
(
ρ(n) − α

∂J

∂ρ
(p̂(n), ρ(n)) + β(ρ(n) − ρ(n−1))

)
, (4.26b)

其中 α, β > 0为时间步长, Etol为给定的精度.

(3) 最终的 ρ(n)给出每个节点的概率性分区.
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4.2.3 指数变换的最速下降法

如果不考虑加入投影步, 则另一种策略是利用如下形式的简单变形

p̂kl =
eYkl∑N

m=1 e
Ykm

, ρk(x) =
eZk(x)∑N

m=1 e
Zm(x)

, (4.27)

其中 {Ykl}, {Zk(x)} ∈ R分别为 p̂kl和 ρk(x)的广义坐标.

引理 4.9 定义矩阵

M1 = p̂I−1
µ̂

ˆ̂µI−1
µ̂ p̂Tρ− p̂I−1

µ̂ ρpT , (4.28a)

M2 = I−1
µ̂ p̂T ˆ̂µp̂I−1

µ̂ ρ− I−1
µ̂ p̂TρpT . (4.28b)

则极小化问题 (4.11)的目标函数 J 关于广义坐标 (4.27)的偏导数为

∂J

∂Y
=2

[(
ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂

)
∗ p̂− (p̂∗)T ∗ p̂

− diag
(
ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂ · p̂T
)
· p̂+ diag

(
(p̂∗)T · p̂T

)
· p̂

]
,

(4.29a)

∂J

∂Z
=2

[
(M1 +M2) ∗ ρ− ρ · diag

(
ρT · (M1 +M2)

)
− diag(I−2

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂ p̂T ˆ̂µp̂) · ρ+ diag(p̂∗p̂I−1
µ̂ ) · ρ

+ ρ · diagvm
(
11×N ·

(
(ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−2

µ̂ ) ∗ p̂
)
· ρ
)

− ρ · diagvm
(
11×N ·

(
(p̂∗)T ∗ p̂) · I−1

µ̂ ρ
)]
Iµ.

(4.29b)

其中 ∗表示矩阵对应元素相乘的运算, diag(A)是矩阵 A的对角线部分, diagvm(u)

是由向量 u的分量形成的对角矩阵.

引理 4.9的证明见附录 C.3. 这就得到了如下形式的指数变换的最速下降法.

算法 4.10 (指数变换的最速下降法, Exponentially Transformed Steepest Descent

method — ETSD)

(1) 由算法 3.8中变形 k-means得到 p̂∗和 ρ, n = 0.
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(2) 设置矩阵初始状态 Y
(0)
kl = ln p̂∗kl, 为简便, 取 Z

(0)
k (x) = 0 若 ρk(x) = 1,

Z
(0)
k (x) = −5若 ρk(x) = 0 (exp(−5) ≈ 0.0067).

(3) 执行下面的简单迭代, 更新 Y 和 Z, 直到 |J (n+1) − J (n)| ≤ Etol:

Y (n+1) = Y (n) − α
∂J

∂Y
(Y (n), Z(n)), (4.30a)

Z(n+1) = Z(n) − α
∂J

∂Z
(Y (n), Z(n)), (4.30b)

其中 α是 Y 和 Z 的步长.

(4) 最终的 ρ(n)给出每个节点的概率性分区.

这里在初始化步骤中取 Z
(0)
k (x) = −5当 ρk(x) = 0是很多合理选择之一, 这并

不影响最终结果. 于是可以估计每次迭代的计算量如下.

(a) Y 迭代步的计算量. 类似于 AIP算法, 计算 ˆ̂µ花费 O(N2n), 计算 p̂∗ 花费

O(N2m), 其它项由这两项可推出, 从而计算 ∂J/∂Y 花费 O(N2(m + n)). 所

以计算 Y 的总花费是 O(N2(m+ n))个乘法和 O(N2)个指数运算.

(b) Z 迭代步的计算量. 由于 p̂∗包含在方程中, 故计算 ∂J/∂Z 也花费 O(N2(m+

n)). 所以计算 Z 的总花费是 O(N2(m+ n))个乘法和 O(Nn)个指数运算.

注意到除了指数运算, ETSD算法中每个迭代步的计算量与 AIP算法同阶. 为了展

现 AIP算法的优越性能, 这里仅用 AIP与 ETSD来进行数值试验, 带有两种不同

投影算子的算法 SDP和 CGP的实验结果详见 [116].

4.3 数值实验

本节将对以下四个算例测试本章提出的算法, 分别为: Zachary空手道俱乐部

网络, Gauss混合模型生成的样本网络, 1280个节点的 ad hoc网络以及Mueller势

生成的样本网络. 这里将比较上述 AIP和 ETSD的收敛速率和数值结果.
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4.3.1 空手道俱乐部网络

这个网络由 Zachary观察了美国一所大学的一个空手道俱乐部成员中的社会

联系后构造的[210], 具体介绍见 1.5.2. 在空手道俱乐部网络中有 34个节点, 如图

4.2和 4.3所示. 在 Zachary最初的分区中, 每个节点仅属于一个分裂后的子俱乐

部. 这里在图中将它标示为黑色或白色来表示其属性. 根据概率性分区的观点, 每

个节点的在分区后的从属性不再是一个示性函数, 而是一个离散的概率分布. 下述

记号中, 联合概率 ρK 和 ρW 分别表示每个节点属于黑色或白色社团的概率.

收敛速率. 图 4.1给出了两种方法 AIP和 ETSD的收敛过程. 令 Etol = 10−6,

AIP 选用的控制为 ∥ρ(n+1) − ρ(n)∥, ETSD 选用的控制为 |J (n+1) − J (n)|. 这里在

计算中简单地选取 α = 20, 这是由于数值上更大的 α将导致爆炸. 对于 AIP算

法, 迭代步数为 47, Jmin = 4.039030, 这比算法 3.8中的变形 k-means得到的结果

Jmin = 4.179811要小. 对于 ETSD, 迭代步数需要 631, Jmin = 4.039674. 为了改

进 ETSD的精度, 可以选用更小的 Etol, 其结果如表 4.1所示. 作者发现即使取

Etol = 10−9并经过 1944步迭代, Jmin仍然没有 AIP的结果好. 对于这种现象, 作者

做了如下解释: 首先回想 Euler-Lagrange方程组 (4.16a)和 (4.16b)的直接迭代给

出负的分量, 这意味着当带有凸区域
∑N

k=1 ρk(x) = 1的约束时, 最终的 ρ可能会有

零分量, 即 ρk0(x0) = 0. 这些零分量在 AIP的投影步可达到. 但是在 ETSD中做了

指数变换, 这意味着相应的分量 Zk0(x0) = −∞. 为了达到这个极限, 就应该有足够

长的迭代步数. 在实际的计算中, 最速下降法使分量 Zk0(x0)趋于负数, 但是在终

止准则 |J (n+1) − J (n)| < Etol的控制下进行一些步后它将会停止. 这种停止会引入

对于 ρk(x)的显著误差. 为了得到更高的精度, 应该设定 Etol尽可能的小并迭代尽

可能多的步数, 但是这可能会导致数值效率问题.

联合概率 ρ. 表 4.2中列出了最终的分区结果, 其中 ρK 和 ρW 分别表示属于

黑色或白色社团的概率, 如图 4.2所示. 比较 AIP和 ETSD的 ρK 和 ρW , 作者发

现几乎所有的误差都小于 10−2, 但是联合概率, 或者说, 模糊分区概率 ρ, 与变形

k-means算法得到的 0-1分布非常不同.

现在来比较 AIP 得到的联合概率 ρK , ρW 和 Zachary 得到的最初分区结

果. 在 [210] 中, Zachary 给出分区 SW = {1 : 8, 11 : 14, 17, 18, 20, 22} 和 SK =
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图 4.1: 目标函数 J 的收敛过程, (a) 和 (b) 分别表示 AIP 和 ETSD 的结果. 对于 AIP, 当

Etol = 10−6 时只需要迭代 47步; 而对于 ETSD, 当 Etol = 10−6 和 α = 20时则需要迭代 631

步.

表 4.1: 对于 ETSD算法取不同的精度时的目标函数极小值. 这里 α = 20.0.

Etol Iteration Steps Jmin

10−5 183 4.040980

10−6 631 4.039674

10−7 1861 4.039190

10−8 1901 4.039187

10−9 1944 4.039188

{9, 10, 15, 16, 19, 21, 23 : 34}. 如果根据多数决定原则 (majority rule)将节点分区,

即若 ρK(x) > ρW (x)则令 x ∈ SK , 否则令 x ∈ SW , 这样就得到与 Zachary一样的

分区, 如图 4.2所示. 但实际上所得结果拥有了更多的信息, 从表 4.2中可以发现

对那些位于白色社团边缘的节点 {5 : 7, 11 : 13, 17 : 18, 22}有 ρW = 1, 对那些位

于黑色社团边缘的节点 {15 : 16, 19, 21, 23 : 27, 30, 33}有 ρK = 1 (除了位于黑色

社团中心的节点 33). 其它节点均以非零的概率属于黑色或白色社团, 且符合图

4.2的直观表示. 节点 {3, 9, 10, 14, 20, 31}具有更模糊的概率, 它们起到了黑色和

白色社团之间的过渡点的作用. 特别地, 节点 3是最模糊的点. 用图 4.3可以更

明显地将数据 ρ可视化, 其做法如下: 假设可视化工具中不同颜色的向量表示为
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表 4.2: 网络中每个节点的联合概率, 其中 ρK 和 ρW 分别表示属于图 4.2中黑色或白色社团

的概率.

Nodes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

AIP ρK 0.0427 0.0821 0.4314 0.0015 0 0 0 0.0111 0.6619 0.7430 0 0

ρW 0.9573 0.9179 0.5686 0.9985 1.0000 1.0000 1.0000 0.9889 0.3381 0.2570 1.0000 1.0000

ETSD ρK 0.0485 0.0898 0.4412 0.0046 0.0010 0.0007 0.0007 0.0087 0.6718 0.7564 0.0010 0.0027

ρW 0.9515 0.9102 0.5588 0.9954 0.9990 0.9993 0.9993 0.9913 0.3282 0.2436 0.9990 0.9973

Nodes 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

AIP ρK 0 0.2262 1.0000 1.0000 0 0 1.0000 0.3012 1.0000 0 1.0000 1.0000

ρW 1.0000 0.7738 0 0 1.0000 1.0000 0 0.6988 0 1.0000 0 0

ETSD ρK 0.0014 0.2359 0.9984 0.9984 0.0012 0.0019 0.9984 0.3114 0.9984 0.0019 0.9984 0.9993

ρW 0.9986 0.7641 0.0016 0.0016 0.9988 0.9981 0.0016 0.6886 0.0016 0.9981 0.0016 0.0007

Nodes 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

AIP ρK 1.0000 1.0000 1.0000 0.9496 0.8344 1.0000 0.7210 0.8956 1.0000 0.9475

ρW 0 0 0 0.0504 0.1656 0 0.2790 0.1044 0 0.0525

ETSD ρK 0.9987 0.9988 0.9984 0.9570 0.8473 0.9992 0.7305 0.9026 0.9982 0.9550

ρW 0.0013 0.0012 0.0016 0.0430 0.1527 0.0008 0.2695 0.0974 0.0018 0.0450

vk, k = 1, . . . , N , 则节点 x的颜色向量由加权平均给出

v(x) =
N∑
k=1

ρk(x)vk, x ∈ S. (4.31)

这里可视化工具中黑色和白色的向量表示分别为 vK 和 vW , 于是节点 x的颜色向

量为 ρK(x)vK + ρW (x)vW . 这样可将不同社团之间的转移更清楚地表示出来.

从这个结果中可以自然地推测位于中间的成员与两个俱乐部都有紧密联系,

他们可能很难决定当俱乐部分裂成两个后去参加那一个组, 虽然得到这样的结论,

但是作者没有额外的数据来证实这个结论.

4.3.2 Gauss混合模型生成的样本网络

本节的第二个算例是 Gauss混合模型生成的样本网络. 这个模型与 Penrose
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图 4.2: 利用多数决定原则得到的分区结果, 即如果 ρK(x) > ρW (x)则令 x ∈ SK , 否则令

x ∈ SW . 这个结果与 Zachary给出的结果相同.
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图 4.3: 空手道俱乐部网络每个节点的权重 ρK 和 ρW 的可视化. 每个节点的颜色向量为

ρKvK + ρWvW , 其中 vK 和 vW 分别表示黑色和白色的向量. 颜色越深意味着 ρK 的值越大,

过渡点或中立点被清楚地表示出来.

提出的随机几何图的概念[153]有关, 只是这里选取 Gauss混合模型, 而不再是 [153]

中的均匀分布. 网络的构造过程和意义如 1.5.1中所描述.
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图 4.4: (a) 由 3-Gauss混合模型生成的 40个样本点. 其中星形符号表示每个 Gauss分量的

中心, 圆形, 方形和菱形符号分别表示三个不同分量中的样本点. (b) 由 (a)中样本点根据参数

dist = 1.0生成的网络.

首先, 选取 n = 40和K = N = 3, 根据均值

µ1 = (1.0, 4.0)T ,µ2 = (2.3, 5.3)T ,µ3 = (0.5, 5.8)T , (4.32a)

和协方差矩阵

Σ1 = Σ2 = Σ3 = 0.15I =

 0.15 0

0 0.15

 . (4.32b)

产生样本点. 为简便, 这里选取节点 1 : 10在第 1组, 节点 11 : 25在第 2组, 节

点 26 : 40 在第 3 组. 于是近似地有 q1 = 10/40, q2 = q3 = 15/40. 阀值则取为

dist = 1.0. 样本点如图 4.4(a)所示, 相应的网络如图 4.4(b)所示.

为了评价上述算法的结果, 首先对任意的 x定义一个先验的模糊分区概率

ρpriorik (x)

ρpriorik (x) =
qkpk(x)∑N
l=1 qlpl(x)

, (4.33)

其中 pk(x)是均值为 µk 和协方差为 Σk 的 Gauss概率密度函数. 注意到这个先验
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表 4.3: 关于 3-Gauss混合模型生成的40个节点的样本网络, AIP和 ETSD算法的迭代步数,

目标函数极小值 Jmin 以及与传统 fuzzy c-means算法和先验概率相比的 ρ的平均和最大 L∞

误差.

Iterstep Jmin Em
ρ

À E∞
ρ

Á Ēm
ρ

Â Ē∞
ρ

Ã

AIP 27 1.1554 0.0810 0.2143 0.0628 0.3984

ETSD 859 1.1557 0.0821 0.2130 0.0628 0.4015

概率是独立于网络的拓扑结构的, 它可以被认为是一个合理的参考值而不是一个

精确对象.

将本章算法的结果与 fuzzy c-means算法[19, 58]的结果进行比较是有指导意义,

这是由于在这个情形下度量是已知的. 下面可应用 fuzzy c-means算法来将样本点

分区. 传统 fuzzy c-means算法的主要思想是极小化目标函数

JFCM =
N∑
k=1

n∑
i=1

ρk(xi)
b∥xi −mk∥2, b ≥ 1, (4.34)

其中 xi 是样本点, mk 是社团中心, 在计算中通常取 b = 2. ρk(xi)表示 xi 属于第

k个社团的概率, 它满足条件

0 ≤ ρk(xi),
N∑
k=1

ρk(xi) = 1, i = 1, 2, · · · , n. (4.35)

于是可以对这个目标函数推导关于m和 ρ的 Euler-Lagrange方程组, 然后迭代直

到找到稳定点. 更多细节参见 [19, 58].

在表 4.3中, 对于 AIP和 ETSD, 比较了迭代步数, 目标函数极小值 Jmin 以及

ρ和传统 fuzzy c-means算法, 先验概率之间的平均和最大 L∞误差. 表 4.4列出了

中间节点的联合概率. 比较 AIP和 ETSD可知, AIP是更有效的. 两种算法的 ρ之

间的最大偏差小于 0.03. 将本章的算法与传统 fuzzy c-means算法比较, ρ的平均偏

À平均 L∞ 误差: 1
n

n∑
i=1

∥ρ(xi)− ρFCM(xi)∥∞.

Á最大 L∞ 误差: maxi ∥ρ(xi)− ρFCM(xi)∥∞.

Â平均 L∞ 误差: 1
n

n∑
i=1

∥ρ(xi)− ρpriori(xi)∥∞.

Ã最大 L∞ 误差: maxi ∥ρ(xi)− ρpriori(xi)∥∞.
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图 4.5: 权重 {ρk(x)}的可视化. 每个节点的颜色向量为加权平均 ρRvR + ρY vY + ρGvG, 其

中 vR,vY ,vG 分别表示红色, 黄色和绿色的向量. (a)和(b)分别给出了 AIP和 ETSD的结果.

节点 {4, 6, 9, 11, 18 : 20, 25, 31 : 32, 37 : 38}具有明显的过渡颜色, 它们在网络中起到了过渡点

的作用.

差小于 0.083, 但最大偏差约为 0.22; 与先验概率比较, ρ的平均偏差小于 0.063, 但

最大偏差约为 0.40. 可以看出具有较大偏差的节点全都位于过渡区域, 最大偏差发

生在节点 20. 通过上述比较可知本章的方法达到了合理的结果并符合网络拓扑结

构的直观.

权重 {ρk(x)} 如图 4.5 所示. 设可视化工具中的红色, 黄色和绿色的向

量表示分别为 vR,vY 和 vG, 则由 (4.31) 知, 节点 x 的颜色向量由加权平均

ρR(x)vR + ρY (x)vY + ρG(x)vG 给出. 这就更清楚地表示了不同社团之间的过渡.

特别地, 节点 {4, 6, 9, 11, 18 : 20, 25, 31 : 32, 37 : 38}表现出了显著的过渡行为. 如

果根据多数决定原则进行分区, 即根据节点的最大权重分区, 除了节点 31, AIP和

ETSD给出相同的结果. 从表 4.4中可见节点 31以几乎相等的概率从属于绿色或

红色的社团.

接下来, 选取 n = 400 和 K = N = 3, 其中节点 1 : 100 在第 1 组, 节点

101 : 250 在第 2 组, 节点 251 : 400 在第 3 组. 这表明近似地有 q1 = 100/400,
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表 4.4: 3-Gauss 混合模型生成的样本网络的具有中间权重的节点属于不同社团的概

率. ρR, ρY 和 ρG 分别表示属于红色, 黄色或绿色社团的权重, 其它节点具有 0 或 1 的

权重. 节点 {1 : 3, 5, 7, 8, 10} 有 ρR = 1, 节点 {12 : 14, 16, 17, 21 : 24} 有 ρY = 1, 节点

{26, 28, 29, 33, 35, 36, 39, 40}有 ρG = 1. 两种算法中 Etol = 10−6, ETSD的步长为 α = 26.0.

Nodes 4 6 9 11 15 18 19 20

ρG 0.0944 0.0987 0.0757 0 0.0160 0.1509 0.1811 0.5965

AIP ρR 0.8247 0.7392 0.9243 0.0417 0 0.1275 0 0

ρY 0.0809 0.1621 0 0.9583 0.9840 0.7216 0.8189 0.4035

ρG 0.1124 0.1169 0.0916 0.0026 0.0054 0.1646 0.1764 0.5977

ETSD ρR 0.7985 0.7122 0.9051 0.0301 0.0015 0.1069 0.0019 0.0019

ρY 0.0891 0.1709 0.0033 0.9673 0.9931 0.7285 0.8217 0.4004

Nodes 25 27 30 31 32 34 37 38

ρG 0.2222 0.9980 0.9980 0.4994 0.7941 0.9981 0.6152 0.6943

AIP ρR 0.1805 0.0020 0.0020 0.5006 0.0084 0.0019 0.3098 0.2114

ρY 0.5973 0 0 0 0.1975 0 0.0750 0.0943

ρG 0.2386 0.9977 0.9977 0.5147 0.8022 0.9981 0.6351 0.7138

ETSD ρR 0.1563 0.0011 0.0011 0.4833 0.0032 0.0012 0.2845 0.1873

ρY 0.6051 0.0012 0.0012 0.0020 0.1945 0.0007 0.0804 0.0989

q2 = q3 = 150/400. 其它的模型参数为

µ1 = (1.0, 4.0)T ,µ2 = (2.5, 5.5)T ,µ3 = (0.5, 6.0)T , (4.36a)

Σ1 = Σ2 = Σ3 = 0.15I, (4.36b)

这里阀值取为 dist = 0.8. 然后生成网络并用上述的算法进行分区. 数值结果如表

4.5和图 4.6所示. AIP和 ETSD根据多数决定原则得到的确定性分区结果相同.

4.3.3 1280个节点的 ad hoc网络

本节的第三个算例是 1280个节点的 ad hoc网络, 这类网络具有已知的社团结

构, 构造如 1.5.1所述. 但这里仅考虑大型网络: 假设选取节点数 n = 1280, 将它们
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表 4.5: 关于 3-Gauss混合模型生成的400个节点的样本网络, AIP和 ETSD算法的迭代步数,

目标函数极小值 Jmin 以及与传统 fuzzy c-means算法和先验概率相比的 ρ的平均和最大 L∞

误差.

IterStep Jmin Em
ρ E∞

ρ Ēm
ρ Ē∞

ρ

AIP 16 1.7942 0.1037 0.3837 0.0116 0.2243

ETSD 104 1.7962 0.1014 0.4045 0.0126 0.3193
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图 4.6: 3-Gauss 混合模型生成的 400 个节点的网络由 AIP 算法得到的权重 {ρk(x)}

的可视化. 每个节点的颜色向量由加权平均 ρRvR + ρY vY + ρGvG 给出. 节点

{20, 37, 54, 66, 86, 95, 104, 147, 159, 172, 205, 269, 281, 305, 317, 386}具有比其它节点更混合的

权重, 如图中过渡颜色所示.

分成 N = 4个社团, 每个社团有 320个节点. 并且节点的平均度为 ⟨d⟩ = 160. 换句

话说, pin和 pout满足如下关系

319pin + 960pout = 160. (4.37)

这里记 S1 = {1 : 320}, S2 = {321 : 640}, S3 = {641 : 960}, S4 = {961 : 1280}. 为

了对一个社团结构较为模糊的网络进行测试, 故取定 zout = 960pout = 80. 数值结
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表 4.6: 关于 1280 个节点的 zout = 80 的 ad hoc 网络的数值结果. 两种方法的精度均为

Etol = 10−6. 最后两列显示了 ρ和 (4.38)中所定义的边比例 ρ̃的偏差.

IterStep Jmin Em
ρ E∞

ρ

AIP 907 6.603824 0.182283 0.269223

ETSD 494 6.604187 0.182256 0.266623

果如表 4.6和图 4.7所示. 在表 4.6中, 作者将 ρk(x)与一个有趣的量 ρ̃k(x)做比较,

ρ̃k(x)定义如下

ρ̃k(x) =
Ek(x)

d(x)
, k = 1, . . . , 4, x ∈ S, (4.38)

其中 Ek(x)是社团 Sk 中与节点 x连接的节点数, 从而有
∑4

k=1Ek(x) = d(x). 根据

这个定义, ρ̃k(x)表示第 k个社团中与节点 x连接的边所占的比例. 注意到这个量

和模糊分区概率不同, 但这是一个可以用来作比较的有趣的量. 可以发现这两个量

的偏差约为 0.2. 同时, 也能够注意到在这个算例中 ETSD的迭代步数比 AIP少,

尽管它的最终精度较差.

图 4.7中画出了 ρk 和 ρ̃k (k = 1, 2, 3, 4)的概率分布函数. 可以发现 ρk 和 ρ̃k 的

概率分布函数曲线的形状几乎相同. 注意到所有的 ρk 的函数在 0.7处有一个较底

的峰值, 这对应于这个社团中的节点; 并在 0.1处达到较高的峰值, 这对应于这个

社团外的节点. ρ̃k的情形与之类似, 只是在 0.5处达到较低峰值, 在 0.5/3处达到较

高峰值. 这里 0.5精确地对应于参数选择 zout/d = 0.5. 如果根据多数决定原则分割

网络, 可以得到四个社团的准确分区. 这也证实了算法的精确性, 但是本章的新算

法对每个节点给出了更详细的信息.

4.3.4 Mueller势生成的样本网络

本节中将考虑将 Langevin轨道点与阀值准则结合起来而形成的网络, 类似于

4.3.2. 结果表明了社团结构问题和转移状态理论之间的有趣的联系.

考虑 Langevin动力学

dXt = −∇V (Xt)dt+
√
εdWt, (4.39)
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图 4.7: 1280个节点的 ad hoc网络的 ρk 和 ρ̃k (k = 1, 2, 3, 4)的概率分布函数. 实线和虚线分

别表示 ρk 和 ρ̃k 的概率分布. 在每个图中, 较低的峰值对应于这个社团内部的节点, 较高的峰

值对应于这个社团外部的节点.

这里选取Mueller势 V (x, y)具有如下形式

V (x, y) =
4∑

i=1

Ai exp(ai(x− xi)
2 + bi(x− xi)(y − yi) + ci(y − yi)

2) (4.40)

其中参数为

A = (−200,−100,−170, 15),

a = (−1,−1,−6.5, 0.7),

b = (0, 0, 11, 0.6),

c = (−10,−10,−6.5, 0.7),

x = (1, 0,−0.5,−1),

y = (0, 0.5, 1.5, 1).

如图 4.8和图 4.9所示, 它有三个局部极小值点, 分别标记为 A,B 和 C; 两个鞍点,

– 95 –



4.3 数值实验 北京大学博士研究生学位论文

x

y

 

 

A

B

C

D

E

−1 −0.5 0 0.5 1

0

0.5

1

1.5

2 The contour of V

Samples with dominate weights

Samples with diffusive weights

Samples with more diffusive weights

The minimal energy path

Minima A, B, C

Saddle points D, E

图 4.8: 网络用 AIP得到的权重 {ρk}的可视化. 红色圆形, 蓝色三角形和绿色菱形分别表示

最大权重位于区间 [0.9, 1], [0.6, 0.9)和 [0.5, 0.6)的点. 邻近于鞍点 D 的三角形节点具有权重

(ρA, ρB, ρC) = (0.7211, 0.2789, 0), 它起到了社团 A和 B 之间转移节点的作用. 但是社团 B 和

C 之间的转移比较扩散. 为清晰可视化故没有画出网络拓扑.

分别标记为 D和 E. 由弦方法[61, 62]得到的从 A到 C 得最小能量路径也在这两个

图中绘出. 作为反应路径中的瓶颈的鞍点 D和 E 起到了不同能量盆地之间的转移

状态的作用.

利用如下的 Euler-Maruyama格式[105]可以得到样本点

Xn+1 = Xn − δt∇V (Xn) +
√
εδWn, (4.41)

其中 δWn为标准 Gauss随机变量 G(0, δtI). 这里选取 δt = 0.1,
√
ε = 0.23并每 10

步取一个样本点, 直到 5000个样本点取到为止. 然后类似于 Gauss混合模型, 根据

阀值 dist = 0.28生成网络. 由于三个极小值点 A,B 和 C, 故社团结果数目的选取

为 N = 3.

将 AIP应用于这个网络, 算法得到目标函数值 Jmin = 2.8602, 迭代步数为 39.

图 4.8中简明地显示了概率性分区的权重 ρk (k = A,B,C). 最大权重位于区间
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图 4.9: 根据多数决定原则分割网络. 红色, 绿色和蓝色的点分别表示属于社团 A,B 和 C 的

节点. 社团结构也反映出了能量地形结构.

[0.9, 1], [0.6, 0.9)和 [0.5, 0.6)的点分别用红色圆型, 蓝色三角形和绿色菱形作为记

号. 注意到所有具有扩散权重的点聚集在鞍点 D和 E 周围. 特别地, 唯一的邻近

鞍点 D的蓝色三角形点具有权重 (ρA, ρB, ρC) = (0.7211, 0.2789, 0). 其它蓝色三角

形和绿色菱形点由于远离社团 A故均具有权重 ρA = 0. 除去概率性的信息, 在图

4.8中没有给出由分区结果确定的点. 这些结果正确地表明了转移状态理论和社团

结果的概率性框架之间的联系. 另外, 这个方法关于势的有限温度噪声扰动是稳定

的. 根据多数决定原则分割网络则给出图 4.9, 这完美地对应于不同的能量盆地.

4.3.5 社团个数的确定

到目前为止, 本章都假定社团个数 N 是给定的. 然而在很多应用中, 这个数目

是未知的并需要被确定的. 假设对于一个固定的网络, 存在一个最优的分区数目

N0, 那么自然希望当人工选取更大的社团数目 N > N0时, 每个节点的概率性分区

的权重会趋于一个共同的极限. 也就是说, ρ(x)相应于不存在的社团的分量将会是
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图 4.10: 目标函数 J 的极小值相应于社团数目的变化. 带圆圈的虚线表示变形 k-means算法

的结果, 带方块的实线表示 AIP的结果. 可见随着社团数目的增加, 目标函数的极小值减小,

而且由 AIP得到的最终的目标函数极小值比用变形 k-means得到的小.

零. 然而这对于本章的模型是不成立的. 假设当 N = N0 时已经得到 ρ和 p̂, 现选

取更大的 N , 并做如下扩充: 将 ρk(x)相应于新增加的社团的的值扩充为零, p̂增

加一个 N −N0维单位矩阵. 由扩充的 ρ, p̂以及社团数 N , 并忽略 µ̂的奇异性 (相

应于不存在的社团有 µ̂k = 0), 则目标函数 J 将和 N = N0时相等. 这可以从 (4.9)

和 (4.10)中看出. 变形 k-means和 AIP算法的极小化结果如图 4.10所示. 当指定

的社团数目增加时, 目标函数 J 是递减的, 这与第三章[60]中的变形 k-means算法的

情形类似. 事实上, 即使对于欧式空间中的点, 也不能简单地用 fuzzy c-means算法

去做模型选择.

虽然本章中的几个算法均可以成功地实施, 但是需要已知社团数目作为模型

参数, 并且初值分区是由变形 k-means算法[60]得到的确定性分区. 这无疑增加了大

量的计算, 因为每个初始分区需要 500-1000次变形 k-means迭代来避免陷入局部

极小值. 为了克服这两个弱点, 作者将在第六章 6.2中提出了一个有效方法来实现

概率性分区的自动模型选择[117]. 作者将模量的概念[144]自然地推广到概率性的形

式, 即模糊模量 (fuzzy modularity), 来量化概率性分区的质量, 所构造的算法不仅

可以确定每个节点属于不同社团的概率, 而且可以自动确定最优的社团个数而不
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需要任何关于社团结构的先验信息. 此外, 模糊分区的概率 ρ的初值可以被随机选

取. 这些将在后面的第六章 6.2中进行详细介绍.

4.4 小结

本章提出了关于网络分区的一个概率性框架, 它既可以看做是统计中的 fuzzy

c-means算法[19, 58]向网络分区问题的自然扩展, 也可以看做是第三章[60]中网络最

优分区的确定性框架的推广. 本章构造了三种算法: 带投影的交替迭代算法 AIP,

带投影的梯度下降法 SDP, CGP和指数变换的最速下降法 ETSD, 并成功地将它

们应用于四个有代表性的算例. 数值结果表明它们可以得到相似的结果, 但是 AIP

算法具有更高的效率和精度[114, 116].

这里描述的概率性框架为网络分区问题的研究提供了一种更成熟的方法. 更

重要的是, 它比传统的网络分区方法更具有预测性能. 可以想象, 例如, 将本文中的

算法应用于美国参议员的投票记录, 那么可以预测谁将最有可能转变立场.
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第五章 基于有效性指标的确定性分区

的自动模型选择

在第三章[60]中提出了一种基于最优预测理论[31–35]的网路社团结构检测方法,

其基本思想是将网络与随机游动Markov动力学[120]联系起来, 然后引入马氏链空

间中的一种度量, 即前向算子的 Hilbert-Schmidt范数, 并且在这个度量下最优约

化马氏链. 最终的极小化问题由传统 k-means算法[86]的一个变形来求解. 这个方

法与图像分割中的MNCut算法[132, 182]和数据挖掘中的扩散映射方法[107]具有一些

相似之处.

在传统的聚类方法中, 标准的 k-means 算法族是建立在对一个类数

已知的给定的目标函数的最优化的基础之上的[86]. 然而, 人们有时需

要确定网络最优分区的社团的数目, 并遇到了 k-means 的目标函数通常

随社团数目增加而减少的的困难. 这激发了人们产生构造有效性指标函

数[17, 18, 44, 45, 59, 73, 74, 148, 149, 160, 171, 189, 207, 208, 211]来衡量分区结果的质量的想法,

最优分区数目可通过选择指标的最小或最大值来确定. 根据同样的思想, 本章构造

了一个新的有效性指标, 它包含每个分区的社团内部紧密程度 (compactness)与社

团间分离程度 (separation), 来度量网络社团结构的优良性. 然后利用模拟退火的

策略[83, 103, 133]来得到这个函数的极小值. 这种结合了之前的变形 k-means的模拟

退火方法具有高度有效性和精确性, 这是由于迭代的过程可以加速极小化有效性

指标的趋势. 这个方法不仅可以有效得到网络的社团结构, 而且不用任何关于社团

结构的先验信息就可以自动确定出社团的数目. 此外, 本章提出的有效性指标与网

路社团结构的模量 (modularity)[144]相比具有一定的竞争力.

本章构造算法: 极小化有效性指标并结合变形 k-means迭代的模拟退火方法

(SAVI), 来实现网络分区的自动模型选择. 算法测试于三个人工网络, 包括 ad hoc

网络, Gauss混合模型生成的样本网络与 LFR基准网络. 数值结果表明算法以合
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理的计算量有效地实现, 并可以得到准确的分区结果. 此外, 算法成功地应用于三

个真实世界中的网络, 包括空手道俱乐部网络, 宽吻海豚网络和美国足球队网络,

这巩固了算法的有效性. 需要指出的是, 尽管有效性指标不是一个崭新的概念, 但

是将其应用于马氏链约化和复杂网络社团结构检测则是新颖的工作. 这也可以看

作是之前的变形 k-means算法在马氏链集合背景下的自然扩展.

本章内容组织如下. 在 5.1中简单介绍基于最优预测理论的网络分区的框架.

在 5.2中, 回顾一些著名的有效性指标之后, 将详细描述所提出的关于网路分区的

有效性指标函数. 算法 SAVI以及相应的策略将在 5.3中叙述. 在 5.4中, 将 SAVI

应用于之前提到的典型算例, 并分析分区的结果和算法的性能.

本章内容主要参考 [118].

5.1 基于最优预测的网络分区

在第三章[60]中, 介绍了一种基于最优预测[31–35]的约化随机游动 Markov动力

学的新方法. 设 G = (S,E)为具有 n个节点和m条边的网络, 其中 S 为节点集合,

E = {e(x, y)}x,y∈S 为权重矩阵且 e(x, y)为连接节点 x和 y的边上的权重. 于是可

以将这个网络与离散时间的马氏链联系起来, 其随机矩阵为 p = (p(x, y))如下

p(x, y) =
e(x, y)

d(x)
, d(x) =

∑
z∈S

e(x, z), (5.1)

其中 d(x)为节点 x的度[36, 120]. 这个马氏链具有平稳分布

µ(x) =
d(x)∑
z∈S d(z)

, (5.2)

并满足细致平衡条件 µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x).

在 [60]中的基本思想是引入随机矩阵 p(x, y)的 µ范数, 即 Hilbert空间 L2
µ(n)

中与 p相关的前向算子的 Hilbert-Schmidt范数

∥p∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p(x, y)|2 (5.3)

并通过极小化距离 ∥p̃− p∥µ来寻找约化的马氏链 p̃.
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给定状态空间按 S 的分区 S =
∪N

k=1 Sk, 且 Sk

∩
Sl = ∅若 k ̸= l. 设 p̂kl为状态

空间 S = {S1, . . . , SN}上的从 Sk 到 Sl的粗粒化的转移概率. 这个矩阵可以通过下

述表达式自然地提升到原始状态空间 S 中的随机矩阵空间去

p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂kl1Sl

(y)
µ(y)

µ̂l

, (5.4)

其中 1Sk
(x) = 1如果 x ∈ Sk, 否则 1Sk

(x) = 0, 并且

µk =
∑
z∈Sk

µ(z). (5.5)

基于这个形式, 对于任何固定的分区, 则可以找出最优的 p̂kl; 根据这个最优形式的

p̂kl, 则进一步寻找最佳分区 {S1, . . . , SN}. 这是通过对于给定社团个数 N 进而极

小化最优预测误差

min
{Sk},p̂kl

J =
∥∥p̃− p

∥∥2
µ
=
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)

[
p̃(x, y)− p(x, y)

]2
=

∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
p2(x, y)−

N∑
k,l=1

µ̂k

µ̂l

p̂2kl (5.6)

来实现的. 由直接计算可知, 当已知分区时, 则 (5.6)的极小值点唯一, 并具有如下

形式

p̂kl =
1

µ̂k

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)p(x, y). (5.7)

可以验证 (5.7)是一个随机矩阵, 并且 (5.5)中的 µ̂是 S上的转移矩阵为 (5.7)的

马氏链的平稳分布; 进一步, (5.7) 还满足关于 µ̂ 的细致平衡条件. 一个类似于

k-means算法的方法 (变形 k-means)用来极小化组合最优化问题 (5.6). 给定初始

分区 {S(0)
k }Nk=1, 对于第 t步, 利用

S
(t+1)
k =

{
x : k = argmin

l
Ē(x, S

(t)
l )
}

(5.8)

来更新状态, 其中

Ē(x, Sk) =
N∑
l=1

∑
y∈Sl

µ(x)µ(y)

(
p(x, y)

µ(y)
− p̂kl
µ̂l

)2

. (5.9)

这就是第三章[60]中构造变形 k-means算法的理论基础. 此外, 这个框架已成功地推

广到第四章[114, 116]的概率性分区形式.
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5.2 有效性指标准则

有效性指标 (validity index)是度量分区结果反映数据集 S 的结构的好坏程度

的量. 结构最重要的指示器是分区数目, 而大多数基本分区 (聚类)算法都假设它

是一个用户定义的参数. 然而, 分区数目恰是一个关于数据结构复杂性的参数. 换

句话说, 分区算法通过设置分区数目的不同初始值来运行, 并比较结果以确定合

适的分区数目. 为此, 文献中介绍了各种各样的有效性指标函数. 接下来将简单

地介绍一些现有的关于确定性分区和概率性分区的有效性指标的定义, 但这里并

不是列出一个完整的清单. 在这里提出的新的有效性指标函数中, 则主要效仿了

Xie-Beni定义[208], 这是归因于它的简单形式及其有效性, 这从 5.4的数值结果中将

得到证明. Xie-Beni指标与其之前提出的其它指标相比更为精确, 并且后来的许多

模式识别中的有效性指标都是从它而衍生出来的[148, 189, 207, 211].

5.2.1 确定性分区的有效性指标

5.2.1.1 Dunn指标

一个已有的良好的确定性分区的有效性指标是分离指标 VD
[59], 它可以鉴定内

部紧密且之间分离的分区, 定义如下

VD = min
1≤k≤N

{
min

k+1≤l≤N−1

{
dis(Sk, Sl)

max1≤m≤N{dia(Sm)}

}}
, (5.10)

其中

dia(Sk) = max
x,y∈Sk

∥x− y∥, (5.11)

dis(Sk, Sl) = min
x∈Sk,y∈Sl

∥x− y∥. (5.12)

这里 ∥ · ∥是 Rn上的内积诱导出的任意距离. S的内部紧密且之间分离的分区可通

过求解 max2≤N≤n

{
max{S1,··· ,SN} VD

}
而得到, 其中 {S1, · · · , SN}表示对于固定的

N 的最优分区. 在 [59]中证明了如果 VD > 1, 则 S 的确定性分区包含 N 个紧密且

分离的社团. 进一步, 如果 VD > 1, 则 S 至多存在一个分区. 这个有效性指标的直

接实现在计算上存在主要缺陷, 这是由于当 N 和 n增加时, 计算 VD 的计算花费非

常昂贵.
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5.2.1.2 Davies-Bouldin指标

另一个度量紧密且分离的社团的有效性指标是由Davies和Bouldin介绍的[45].

这个指标是一个分区内部分散程度与分区之间分离程度的比值的函数. 第 k个社

团内部的分散程度计算如下

SCk =
1

|Sk|
∑
x∈Sk

∥x−mk∥ (5.13)

其中 |Sk|是 Sk 中数据点的个数, mk 是社团的中心. 中心间的距离为

dkl = ∥mk −ml∥, (5.14)

于是 Davies-Bouldin指标 VDB 定义为

VDB =
1

N

N∑
k=1

max
l:l ̸=k

{
SCk + SCl

dkl

}
. (5.15)

这里的目标是极小化 VDB 以得到合适的分区. 它与 VD 的不同在于通过利用每个

分区的平均误差来考虑平均情况.

5.2.2 概率性分区的有效性指标

在欧式空间中实现概率性分区的一个常用的方法是 fuzzy c-means算法[19, 58].

传统 fuzzy c-means算法的主要思想是极小化目标函数

J(ρ,m) =
N∑
k=1

∑
x∈S

ρbk(x)∥x−mk∥2, b ≥ 1, (5.16)

其中 x是样本点, mk是中心, 计算中常选取 b = 2. ρk(x)表示 x属于第 k社团的概

率, 满足条件

ρk(x) ≥ 0,
N∑
k=1

ρk(x) = 1, x ∈ S. (5.17)

文 献 中 针 对 于 概 率 性 分 区 问 题 而 提 出 的 有 效 性 指 标 有 许 多 形

式[73, 74, 148, 149, 160, 189, 207, 208, 211], 但是这与完整清单相差甚远, 因为不同的构造

根据不同的动机所提出. 这里仅仅列出其中的几个具有简单几何直观的指标.
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5.2.2.1 分割系数 (partition coefficient)

作为概率性分区的有效性指标, Bezdek设计了分割系数 (partition coefficient)

VPC 来度量分区之间的重叠总量
[17]

VPC =
1

n

∑
x∈S

N∑
k=1

ρ2k(x). (5.18)

这个形式中, VPC 与模糊分区对之间的全部平均重叠量成反比. 特别地, 如果

VPC = 1, 则不存在 ρk(x)共享任何一对模糊分区. 求解 maxN
{
max{S1,··· ,SN} VPC

}
可以得到 S 有效的分区.

修正的分割系数 (modified partition coefficient)由 Dave提出[44], 通过定义

VMPC = 1− N

N − 1
(1− VPC). (5.19)

来减少单调趋势, 注意到这个修正的分割系数与非模糊性指标[171]等价.

5.2.2.2 分割熵 (partition entropy)

分割熵 (partition entropy)也可度量模糊性 (fuzziness)的总量[18], 其定义为

VPE = −1

n

∑
x∈S

N∑
k=1

ρk(x) log2 ρk(x). (5.20)

一般而言, 可以通过求解 min2≤N≤n−1 VPE 实现数据集 S 得最佳分区来寻找最优的

社团数目.

上述的有效性指标仅利用了模糊分区概率 ρ, 这或许缺乏与数据几何结构的联

系. 下面的指标同时考虑了模糊分区概率与数据结构.

5.2.2.3 Fukuyama-Sugeno指标

Fukuyama和 Sugeno提出了一个有效性指标 VFS
[73], 其定义为

VFS =
∑
x∈S

N∑
k=1

ρ2k(x)∥x−mk∥2 −
∑
x∈S

N∑
k=1

ρ2k(x)∥mk − m̄∥2

= J(ρ,m) +K(ρ,m), (5.21)
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其中 m̄ =
∑N

k=1mk/N , 这里的 J(ρ,m)是传统 fuzzy c-means的目标函数取 b = 2

的情形, 它度量分区内部紧密程度, 而 K(ρ,m)度量分区间的分离程度. 从而这里

的目标是通过极小化 VFS 来寻找模糊分区.

5.2.2.4 Xie-Beni指标

另一个著名的有效性指标称为 Xie-Beni指标[208] , 它可以显式地写成

VXB =

∑
x∈S
∑N

k=1 ρ
2
k(x)∥x−mk∥2

nmink ̸=l ∥mk −ml∥2
=
J(ρ,m)

nK(m)
. (5.22)

更重要地, 极小化 VXB 对应于极小化取 b = 2时的传统 fuzzy c-means的目标函数

J(ρ,m). 另外的因子 K(m)为分区间分离程度度量. 分区之间越分离, K(m)值越

大, 故 VXB 值越小. 更多的关于 Xie-Beni指标的分析参见 [149]. 此后大量的各种

形式的有效性指标函数层出不穷, 于此不再赘述[74, 148, 160, 189, 207, 211].

5.2.3 网络分区的有效性指标

作者在 5.1的形式中, 采用同时考虑社团内部紧密程度 (compactness)与社团

间分离程度 (separation)的思想, 并构造如下的对于网络分区的有效性指标

Vnet = J(p̂) ·K(p̂), (5.23)

其中 J(p̂)为 (5.6)中的目标函数, 它反映社团内部的紧密程度; 而因子

K(p̂) =
N −

∑N
k=1 p̂kk∑N

k=1 p̂kk
· 1

N − 1
=

∑
k ̸=l p̂kl∑N
k=1 p̂kk

· 1

N − 1
=

1
N(N−1)

∑
k ̸=l p̂kl

1
N

∑N
k=1 p̂kk

(5.24)

起到了类似 (5.22) 中 K(m) 那样的度量社团之间分离程度的作用. 这里

1
N(N−1)

∑
k ̸=l p̂kl表示从一个社团转移到另一个社团的平均转移概率,而 1

N

∑N
k=1 p̂kk

表示从一个社团转移到其自身的平均转移概率. 一个理想的分区要求应是空间

S = {S1, . . . , SN}中的一个比较稳定的状态, 具有较小的 1
N(N−1)

∑
k ̸=l p̂kl和较大的

1
N

∑N
k=1 p̂kk. 因此, 最优分区可通过求解

min
N

{
min

{S1,··· ,SN}
Vnet

}
(5.25)
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而得到. 根据 (5.6), 于是将

Vnet =
1

N − 1

[ ∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
p2(x, y)−

N∑
k,l=1

µ̂k

µ̂l

p̂2kl

]
· N −

∑N
k=1 p̂kk∑N

k=1 p̂kk
(5.26)

作为紧随框架 [60]的对于网络分区的一个新的有效性指标.

作为一个模型选择的框架, 在上述的设置中通常会遇到如何调整参数来控制

社团内部紧密程度 J(p̂)和社团之间分离程度 K(p̂)之间竞争力的问题, 这可简单

包含于当前情形中. 现在引入定义

V λ
net = J(p̂) ·K(p̂)λ, λ ∈ R (5.27)

其中 λ是正则化参数. 当 λ = 0时, V λ
net退化成 J(p̂). 在下述的所有数值实验中, 将

仅考虑情形 λ = 1, 它已然给出了满意的结果.

5.3 算法的构造

模拟退火算法最初是由模拟退火固体的物理过程而产生的[133]. 这个过程描述

如下: 首先, 一个固体晶体由高温而受热, 然后慢慢冷却直到系统在任何时间近似

热力学平衡. 在平衡状态, 可能存在许多构造, 每一个对应于一个特定的能量级.

接受从当前构造变为一个新的构造的机会与两个状态之间的能量差有关. 模拟退

火策略广泛地应用于最优化问题[103].

设 E = Vnet, E
(t) 和 E(t+1) 分别表示当前能量和新能量. E(t+1) 总被接受如果

它满足 E(t+1) < E(t), 但是如果 E(t+1) > E(t) 则新能量级仅以概率 exp(− 1
T
△E(t))

被接受, 其中△E(t) = E(t+1) −E(t)为能量差, T 为当前温度. 较高的能量状态有可

能被接受这一事实使得避免了被困于局部极小值. 于是温度逐渐降低, 重复退火过

程直到没有更新的改进出现或者达到某个终止准则.

在给定温度, 新状态 {S(t+1)
k }Nk=1 以概率 exp(− 1

T
△E(t)) 被接受, 其中能量

用来衡量一个分划. 初始状态由变形 k-means 算法[60]取随机初始 N 个社团

计算后而产生, 其中 N 为区间 [Nmin, Nmax] 中的整数, 在下面的计算中选取

Nmin = 2, Nmax = n/3. 初始温度设置为一个较高的温度 Tmax, 则下一个提议的状

态是由将变形 k-means应用于根据下述两个建议产生的初始状态而得到的, 这个
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新的状态被接受如果满足接受条件. 这个过程将在给定的温度上重复 R次. 设置

冷却速率 0 < α < 1来降低当前温度直到温度下界 Tmin 被达到. 整个的结合变形

k-means迭代算法的模拟退火来极小化有效性指标的过程概括如下.

算法 5.1 (Simulated annealing algorithm to minimize the validity index — SAVIÀ)

(1) 设置参数 Tmax, Tmin, α和 R. 在区间 [Nmin, Nmax]中随机选取N , 并随机初始

化分区 {S(0)
k }Nk=1. 设当前温度 T = Tmax.

(2) 根据 (5.7)和 (5.8), 用变形 k-means计算相应的 p̂
(0)
kl 和 {S(0)

k }Nk=1. 利用定义

(5.26)计算能量 E∗.

(3) 对于 t = 0, 1, . . . , R, 做如下迭代:

(3.1) 根据下述提议产生新的分区 {S(t)
k }N ′

k=1作为初始分区, 并设 N = N ′.

(3.2) 根据 (5.7)和 (5.8), 用变形 k-means更新相应的粗粒化转移概率 p̂
(t)
kl 和

分区 {S(t+1)
k }Nk=1. 根据 (5.26)更新新能量 E(t+1).

(3.3) 根 据 标 准 Metropolis 准 则 接 受 新 的 分 区, 即 以 概 率

min{1, exp(− 1
T
∆E(t))}接受; 令 t = t+ 1.

(3.4) 更新最优状态. 如果 E(t) < E∗, 则令 E∗ = E(t), 并记录当前分区.

(4) 降温 T = α · T . 如果 T < Tmin, 执行 (5); 否则重复 (3).

(5) 输出最优分区 {Sk}Nk=1和最小能量 E∗.

对于步骤 (3.1)中产生一个新分区的集合的过程的提议由两个操作组成, 分别

是删除一个当前社团和分裂一个当前社团. 在每次变形 k-means迭代时, 随机选择

两个操作中的一个操作, 并且社团强度

Mk = p̂kk, k = 1, · · · , N (5.28)

被用来选择一个社团, 它反映第 k个社团呆在自身而不趋向于转移到其它社团中

的概率. 显然, 如果社团强度越大, 则它的社团结构性越强. 这两个操作描述如下.

(a) 删除一个社团. 具有最小社团强度Md的社团被确定, 其中 d = argminkMk.

将其从当前的分区中删除, 并将其中包含的节点合并到社团 Sk, 其中

k = argmaxm p̂dm.

À算法的 matlab程序下载链接为: http://dsec.pku.edu.cn/~tieli/software/SAVI.zip.
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(b) 分裂一个社团. 具有最大社团强度Ms 的社团被选择, 并将其随机分裂成两

个相等大小的新社团. 如果节点数 ns 是奇数, 两个子社团的大小则分别为

(ns + 1)/2和 (ns − 1)/2.

注意到另外也可以通过对于所有可能的 N 利用变形 k-means来得到有效性指

标 (5.26)的全局极小值.但是这将花费太大,因为对于每个固定的N ,变形 k-means

需要重复 O(102)次来得到一个可以信赖的良好分区. 然而上述的模拟退火过程可

以避免这种重复以及一个接一个地搜寻最优社团数目. 接下来的实验表明整个算

法的数值性能是非常有效且成功的.

5.4 数值实验

在本节中, 将算法 SAVI测试于具有已知社团结构的人工生成的网络, 包括

128个节点的 ad hoc网络, Gauss混合模型生成的样本网络和 LFR基准网络. 随

后, 算法成功地应用于真实世界中的网络, 包括空手道俱乐部网络, 神奇湾宽吻海

豚网络和美国足球队网络.

5.4.1 人工生成的网络

5.4.1.1 128个节点的 ad hoc网络

首先将本章的方法用于 128个节点的 ad hoc网络, 这类网络具有已知的社团

结构, 构造如 1.5.1所述. 通常定义 zout 为某个节点与属于其它社团节点之间连接

的平均数, zout越大, 社团就变得越模糊 (diffuse).

现将 zout = 96pout 从 0.5变化到 8, 并观察节点识别的正确率. 通过设置参数

Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 20, 用 SAVI进行分区. 节点识别的正确率

随 zout的变化如图 5.1所示. 与 [144]中的两种方法进行比较, 可以看出 SAVI的性

能显著优于先前的两种方法, 特别是当 zout很大时的较为模糊的情形.

为了测试于一个良分区的网络, 选取 zout = 5. 当没有应用退火策略时, 即仅

应用变形 k-means算法, 有效性指标 Vnet和目标函数 J 随社团数目 N 的变化如图

5.2(a)和表 5.1所示. 可以看出最优社团结构在 N = 4处达到, 相应的有效性指标
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图 5.1: 由 SAVI和 [144]中方法所得到的节点识别的正确率随 zout的变化. 从图中可见 SAVI

的性能优于最短路径方法和随机游动方法[144].
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图 5.2: 由变形 k means得到的有效性指标 Vnet 和目标函数 J 随社团数目 N 的变化. 其中每

个图的全局极小值点恰为 SAVI得到的最优社团数目. (a) zout = 5的 ad hoc网络. (b) 400个

节点的 Gauss混合模型生成的样本网络.

的值为 Vnet = 0.9281. 本章的 SAVI算法可以在不知道社团数目作为先验参数时得

到期望的结果.
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表 5.1: 对于图 5.2中的 zout = 5的 ad hoc网络和一个 400个节点的 Gauss混合模型生成的

网络, 其有效性指标 Vnet和目标函数 J 的值随社团数目 N 的变化.

N 2 3 4 5 6

Ad hoc network Vnet 1.6001 1.1694 0.9281 1.5143 1.9677

(zout = 5) J 6.3766 6.0560 5.7696 5.6931 5.6293

Gaussian mixture Vnet 0.0264 0.0124 0.1422 0.2203 0.2249

network J 2.7795 1.8218 1.7550 1.6891 1.6223

5.4.1.2 Gauss混合模型生成的样本网络

本节的第二个算例是 Gauss混合模型生成的样本网络. 这个模型与 Penrose

提出的随机几何图的概念[153]有关, 只是这里选取 Gauss混合模型, 而不再是 [153]

中的均匀分布. 网络的构造过程和意义如 1.5.1中所描述.

选取 n = 400和K = 3, 然后根据如下的均值和协方差矩阵生成样本点

µ1 = (1.0, 4.0)T ,µ2 = (2.5, 5.5)T ,µ3 = (0.5, 6.0)T , (5.29a)

Σ1 = Σ2 = Σ3 = 0.15I =

 0.15 0

0 0.15

 . (5.29b)

这里选择节点 1 : 100在第 1组, 节点 101 : 250在第 2组, 节点 251 : 400在第 3

组. 根据这个选择, 近似地有 q1 = 100/400, q2 = q3 = 150/400. 这个实验中取阀值

dist = 0.8. 样本点及其相应的网络如图 5.3所示. 由变形 k-means计算出的有效性

指标 Vnet与目标函数 J 随社团数目 N 的变化如图 5.2(b)和表 5.1所示. 可以发现

最优社团结构在 N = 3达到, 相应的有效性指标值为 Vnet = 0.0124. 取 Tmax = 3,

Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 20, 应用 SAVI, 也得到 N = 3和 Vnet = 0.0124. 分区

结果如图 5.4所示. 只有节点 {66, 159, 281}与欧式空间中生成的初始样本组不一

致. 本章的 SAVI算法得到了合理的分区结果, 这是符合网络拓扑可视化的直观的.

5.4.1.3 LFR基准网络

LFR基准网络[109, 111]是为探检测社团结构的一个现实主义的网络, 如 1.5.2中

所述: 它同时要求节点度和社团规模的非均匀性. 节点度服从指数为 γ 的幂律分
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图 5.3: (a) 由 3-Gauss混合模型生成的 400个样本点. 星形符号表示每个 Gauss分量的中

心; 圆形, 方形和菱形符号分别表示三个不同分量中的样本点. (b) 由 (a)中样本点根据参数

dist = 0.8生成的网络.

20

3754 6686
95

104

147

159

172

205

269

281

305

317

386

图 5.4: 由 SAVI 方法得到的 400 个节点的 Gauss 混合网络的社团结构. 只有节点

{66, 159, 281}与欧式空间中生成的初始样本组不一致.

布, 而社团规模服从指数为 β 的幂律分布. 混合参数 µ作为独立参数, 它表示一个

节点关于它所在社团的外面的度与全部度之间的比率. 为比较固定模块结构与算
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图 5.5: 将 SAVI算法测试于 LFR基准网络[109, 111]. 节点数为 n = 500. 结果明显地依赖于基

准网络的所有参数, 从指数 γ 和 β 到平均度 ⟨d⟩. 由垂直虚线表示的阀值 µc = 0.5标记出一个

边界; 超出这个边界则社团不再是强意义下(即每个节点在自己从属的社团中比在其它社团中

具有更多的邻居)所定义的. 每个点对应于超过 20次的图实现的平均值. 全部结果表明 SAVI

算法对于检测社团结构给出很好的精度. 对于归一化互信息, 当 µ ≤ µc 时所得的结果都大于

0.9, 并且对于社团结构较为模糊的情形也是非常具有竞争力的.

法得到的结构, 这里不再使用 ad hoc算例中的节点识别的正确率, 而是采用归一

化互信息 (1.8), 其定义在 1.5.1中也有过详细介绍[43, 109, 111].

在图 5.5中, 展示了将 SAVI算法应用于 n = 500的基准网络的结果. 算法的

参数设置为 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 20. 图中所示的四个子图分

别对应于取值为四对指数 (γ, β) = (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)的结果. 为了探索网络

结构的万象, 这里选择指数范围的极端的组合. 每条曲线展示了归一化互信息随

混合参数 µ的变化. 可以看出当平均度 ⟨d⟩较大时 SAVI算法的性能更好, 但是当

混合参数较大时性能变差. 图中垂直虚线表示的阀值 µc = 0.5标记出一个边界;

超出这个边界则社团不再是强意义下 (即每个节点在自己从属的社团中比在其它

社团中具有更多的邻居)所定义的. 在图 5.6中, 对于 ⟨d⟩ = 20且其它参数取值
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图 5.6: 将 SAVI算法与 Informap算法[170]测试于 LFR基准网络[109, 111]并进行比较. 节点数

为 n = 500, 平均度为⟨d⟩ = 20. 结果表明 SAVI算法与 Informap算法相比非常具有竞争力.

当 µ很小时, 两种方法都给出归一化互信息接近于 1的很好的精度. 对于社团较为模糊的情形

µ > µc = 0.5, SAVI算法的性能优于 Infomap算法.

为(γ, β) = (2, 1), (2, 2)的情形, 比较了 SAVI算法与 Infomap算法[170]. 结果表明

SAVI与 Infomap相比非常具有竞争力, 特别是对于当混合参数 µ很大时的较为扩

散的情形. 这些结果都支持了 SAVI算法的有效性.

5.4.2 真实世界中的网络

5.4.2.1 空手道俱乐部网络

这个网络是由Wayne Zachary在观察一所美国大学空手道俱乐部成员之间的

社交而构建的[210], 具体介绍见 1.5.2.

当仅应用变形 k means时, 有效性指标 Vnet和目标函数 J 随社团数目 N 的变

化如图 5.7(a)和表 5.2所示. 取 N = 2和 N = 3所得到的社团结构如图 5.8所示.

从中可以发现最优社团结构于 N = 3达到, 相应的有效性指标为 Vnet = 0.4711. 注

意到这个结果与 Zachary观察到的原始分区不同, 但是从网络拓扑及其最终分区

(图 5.8(b))来看是合理的, 正如 [144]中最大化模量得到 4个社团一样. 如果选取

参数 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 50, 执行 SAVI, 得到与 N = 3的变形
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图 5.7: 由变形 k means得到的有效性指标 Vnet 和目标函数 J 随社团数目 N 的变化. 其中每

个图的全局极小值点恰为 SAVI得到的最优社团数目. (a) 空手道俱乐部网络. (b) 宽吻海豚网

络. (c) 美国足球队网路.

表 5.2: 对于图 5.7中的空手道俱乐部网络, 宽吻海豚网络和美国足球队网路, 其有效性指标

Vnet和目标函数 J 的值随社团数目 N 的变化.

The karate club network The Dolphins network The football team network

N Vnet J N Vnet J N Vnet J

2 0.6147 4.1798 2 0.4667 9.8349 10 0.2594 5.6511

3 0.4711 3.7372 3 0.8344 9.4243 11 0.2444 5.3985

4 1.3308 3.4463 4 0.8349 9.0751 12 0.2403 5.2169

5 2.2806 3.1472 5 0.7757 8.7538 13 0.2634 5.1557

k means相同的分区. 这个现象与空手道俱乐部网络的社团结构较为模糊的性质紧

密相关.

5.4.2.2 宽吻海豚网络

宽吻海豚网络由生活在新西兰道尔福峡湾 (神奇湾)的一个组织中的 62只宽

吻海豚之间的频繁联系所构成的网络[121, 122]. 这个网络是由 Lusseau对这些海豚

七年的现场研究而构造的, 通过对于统计上的重要且频繁的联系的观察而建立每

对海豚之间的边[121]. 关于这个网络的详细介绍参见 1.5.2.
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图 5.8: 由变形 k means算法[60]得到的空手道俱乐部网络的社团结构. (a) 给定N = 2所得到

的分区. (b) 给定 N = 3所得到的分区, 这与 SAVI算法得到的分区相同.
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图 5.9: 图中红色和黄色的节点对应于 SAVI所得到宽吻海豚网络的分划. SAVI算法所得的

社团结构与这个海豚组织的一个已知分割一致[121, 122].

当仅应用变形 k means算法[60]时, 有效性指标 Vnet 和目标函数 J 随社团数目

N 的变化如图 5.7(b)和表 5.2所示. 可以看出全局最优社团结构于 N = 2处达到.

当设置参数 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 20从而执行 SAVI算法时, 也得

到N = 2和相应的 Vnet = 0.4667. 分区结果如图 5.9所示. 根据 SAVI的结果, 网络

看起来分裂成两个较大的社团, 分别由红色和黄色表示, 这对应于这个海豚组织的

一个已知的分割[122]. 这表明有效性指标可以有效反映内在社团结构特征.
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图 5.10: 由 SAVI算法得到的美国足球队网络的社团结构. 网络中节点表示球队, 边表示球队

之间的比赛. 12个真实联盟由右边图例中列出的不同符号表示. SAVI算法确定出网络中几乎

所有的社团, 并用不同的颜色来表示.

5.4.2.3 美国足球队网络

这个网络表示美国大学生足球联联赛 2000年第一季度的比赛日程[77]. 网络中

的节点表示 115个由学校名字命名的足球队, 连接两个节点的边表示他们之间的

规则季度赛. 这个网络包含了一个已知的社团结构: 这些足球队被分成一些联盟,

每个联盟包含 8到 12个足球队, 同一个联盟中的球队之间的比赛比不同联盟球队

之间的比赛要频繁. 关于这个网络的详细介绍参见 1.5.2.

当仅应用变形 k means算法[60]时, 有效性指标 Vnet 和目标函数 J 随社团数目

N 的变化如图 5.7(c)和表 5.2所示. 全局最优社团结构于 N = 12处达到. 当通过

设置参数 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 20来运行 SAVI算法时, 也得到

N = 12和相应的 Vnet = 0.2403. 分划结果如图 5.9所示. 分划结果如图 5.10所示.

根据 SAVI算法所得到的结果, 方法高度准确地确定出了社团结构. 几乎所有的足

球队都被正确分区在与他们所属联盟一直的社团中. Independents联盟中的球队

– 118 –



北京大学博士研究生学位论文 第五章 基于有效性指标的确定性分区的自动模型选择

(绿边方形)看起来不属于任何一个社团, 但是他们趋向于与他们最为紧密联系的

联盟分区在一起. Sunbelt联盟 (菱形)分裂成两个社团, 每一个社团各与Western

Athletic联盟 (三角形)中连接松弛的一个球队分区在一起. Conference USA联盟

(黑边方形)中仅有一个球队 Texas Christian, 与Western Athletic联盟的绝大多

数球队分区在一起. 所有其它的社团 (彩色圆形)与已知的社团结构一致, 这表明

SAVI算法性能极佳.

5.5 小结

本章中作者提出了一个新的有效性指标函数来衡量网络社团结构的优良程度,

它包含了社团内部紧密程度和社团之间分离程度两个因素. 所构造的算法 SAVI,

即结合变形 k-means迭代的极小化有效性指标的模拟退火, 成功地应用于几个具

有代表性的网络. 关于具有已知社团结构的人工生成网络的实验展示了非常满意

的结果, 即 SAVI算法可以高效率和高精度地确定网络的社团. 它可以用随机初始

分区, 经过冷却过程, 最终得到正确的社团结构. 在没有任何关于社团结构的先验

信息的情况下, 最优社团数目可以被自动确定. 所提出有效性指标与针对于网路社

团结构所提出的模量 (modularity)函数[144]相比具有竞争力. 此外, 对于空手道俱

乐部网络, 宽吻海豚网络以及美国足球队网络这三个真实世界网络的成功应用巩

固了 SAVI算法的有效性.
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第六章 基于模量和模糊模量的自动模

型选择

本章将继续在随机游动的框架下, 利用模量 (modularity)以及新提出模糊模

量 (fuzzy modularity)这一扩展形式, 分别来实现复杂网络社团结构的确定性分区

和概率性分区的自动模型选择. 其理论框架, 算法的构造以及数值试验将分别在

6.1和 6.2中详细阐述.

本章的内容主要参考 [119]和 [117].

6.1 基于模量的确定性分区的自动模型选择

在 Zhou的工作[213] 中提出了每对节点的相异性指标, 它可以度量网络节点

之间的接近程度和表示两个节点属于同一个社团的程度, 其基本思想是将网络与

随机游动Markov动力学[120]联系起来. 这就促使作者用这个度量下的 k-means方

法[86]求解网络分区问题. 另一个工作是 Lafon和 Lee的扩散映射[107], 它也紧随随

机游动Markov动力学, 但它在此框架下引入了节点空间的扩散距离并定义了几何

形心. 这个相似度反映了扩散过程中节点的连接程度. 最终的在这个距离下的极小

化问题也可以用 k-means方法求解. 这在第二章 2.4中有过介绍.

如第五章[118]所指出的那样, 传统的 k-means算法族是建立在对一个分区数目

已知的给定的目标函数的最优化的基础之上的[86]. 故人们在需要确定网络最优分

区的社团的数目时遇到了 k-means的目标函数随社团数目增加而减少的的困难.

为克服这个弱点, 除了使用第五章[118]所提出的有效性指标, 还可以选择广泛使用

的模量 (modularity)的概念[144]作为网络分区的有效度量, 越大的模量值表明越强

的社团结构. 然后将模拟退火方法[83, 103, 133]用来寻找模量的最大值. 冷却过程结

合了基于上述网络中两种度量的 k-means迭代而实现. 本节中结合 k-means的模

拟退火与第五章中算法 5.1的过程不同, 它在给定温度时的每次试只执行 k-means
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的一步迭代而不是整个的为收敛为止的 k-means; 本节的算法也与单纯退火过

程[43]不同, 因为迭代的过程加速了极大化模量的趋势. 本节的算法可以找到已有方

法更优的模量值[39, 57, 140–144]. 算法的另一个有点是不仅可以确定出社团结构以及

社团数目, 并且可以给出每个社团的中心节点. 社团的中心节点可以传达这样的信

息: 它在同一组的成员中具有多重要的地位; 这是因为人们有时关注社团中的通讯

特点, 并假定在结构中心和社团进程的影响之间存在某种关系[72].

本节构造网络分区的算法: 结合基于相异性指标的 k-means 的模拟退火

(SADI)和结合基于扩散距离的 k-means的模拟退火 (SADD). 算法测试于两个人

工生成的网络, 包括 128个节点的 ad hoc网络和 Gauss混合模型生成的样本网络.

两种方法都可以用合理的计算量有效实现并得到精确的分区结果. 此外, 算法还成

功地应用于一些真实世界中的网络, 包括空手道俱乐部网络, 宽吻海豚网络, 政治

书籍网络, 小说《悲惨世界》的人物关系网络以及美国足球队网络.

本节余下部分内容如下. 在 6.1.1中简单介绍关于网络节点相似程度的两种度

量, 包括相异性指标和扩散距离. 回顾 6.1.2中模量的定义及其意义之后, 在 6.1.3

中提出所构造的算法和相应的策略. 在 6.1.4中, 将方法应用于上述的具有代表性

的算例, 并比较数值结果和算法的性能.

本节内容主要参考 [119].

6.1.1 网络中节点之间接近程度的度量

6.1.1.1 相异性指标与其相应的中心

在 [213, 214]中 Zhou定义了节点对之间的相异性指标, 它可以度量网络中节

点的接近程度. 设 G = (S,E)为 n个节点和 m条边的网络, 其中 S 为节点集合,

E = {e(x, y)}x,y∈S 为权重矩阵, 且 e(x, y)为连接节点 x和 y的边上的权重. 于是可

以通过如下的随机矩阵 p = (p(x, y))将这个网络与离散时间的马氏链联系起来

p(x, y) =
e(x, y)

d(x)
, d(x) =

∑
z∈S

e(x, z), (6.1)
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其中 d(x)为节点 x的度[36, 120]. 由前面几章的内容知, 这个马氏链具有如下形式的

平稳分布 µ

µ(x) =
d(x)∑
z∈S d(z)

, (6.2)

并满足细致平衡条件 µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x).

假设随机游动者位于节点 x, 则平均首达时 t(x, y)为它首次到达节点 y之前需

要经过的平均步数, 有如下形式

t(x, y) = p(x, y) +
+∞∑
j=1

(j + 1) ·
∑

z1,··· ,zj ̸=y

p(x, z1)p(z1, z2) · · · p(zj, y). (6.3)

易知 t(x, y)是下述线性方程的解

[I −B(y)]


t(1, y)

...

t(n, y)

 =


1
...

1

 (6.4)

其中 B(y)是将矩阵 p的第 y列替换成一列零而形成的矩阵[215]. 节点 x和 y关于

网络的将来状态中的差异可以被定量地度量. 相异性指标由下面的表达式定义

Λ(x, y) =
1

n− 2

[ ∑
z∈S,z ̸=x,y

(
t(x, z)− t(y, z)

)2] 1
2

. (6.5)

选取 S 的分划 S =
∪N

k=1 Sk, 且 Sk

∩
Sl = ∅若 k ̸= l. 如果两个节点 x和 y属

于相同的社团, 则平均首达时 t(x, z)将与 t(y, z)非常相似, 因此网络的两个将来状

态将非常相似. 因此, 如果 x和 y属于相同的社团, 则 Λ(x, y)将会很小; 若它们属

于不同的社团, 则 Λ(x, y)将会很大. 社团 Sk 的中心mI(Sk)可定义如下

mI(Sk) = arg min
x∈Sk

1

|Sk|
∑

y∈Sk,y ̸=x

Λ(x, y), k = 1, . . . , N, (6.6)

其中 |Sk|是社团 Sk 中节点数目. 这是一个很直观的想法, 即选择与之所属社团内

其它节点的平均相异性指标最小的节点作为这个社团的中心.
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6.1.1.2 扩散距离与扩散中心

在 [107]中 Lafon和 Lee的主要思想是定义关于反映给定网络中节点连接程度

的显式度量的坐标系统, 其构造也是基于网络上的随机游动. 节点 x和 y之间的扩

散距离 D(x, y)定义为加权 L2距离

D2(x, y) =
∑
z∈S

(p(x, z)− p(y, z))2

µ(z)
, (6.7)

其中权重 1/µ(x)惩罚低密度区域多于高密度区域的差异. 这个图中点的接近程

度的概率反映了在扩散过程中关于数据点连接程度的集合的内在几何性. 两点

间的扩散距离将较小如果它们由图中许多路径相连接. 转移矩阵 P 具有特征值

λ0 ≥ |λ1| ≥ · · · ≥ |λn−1| ≥ 0, 以及右, 左特征向量

Pφj = λjφj, ψT
j P = λjψ

T
j , j = 0, 1, · · · , n− 1. (6.8)

注意到 ψ0 = µ且 φ0 ≡ 1. 此外还有 ψj(x) = φj(x)µ(x). 令 q为使得 |λj| > δ|λ1|的

最大的指标 j, 并且如果引入扩散映射

Φ : x 7−→


λ1φ1(x)

λ2φ2(x)
...

λqφq(x)

 , (6.9)

则精度为 δ的扩散距离 D(x, y)可用前 q个非平凡特征向量和特征值近似地表示

D2(x, y) ≃
q∑

j=1

λ2j

(
φj(x)− φj(y)

)2
= ∥Φ(x)− Φ(y)∥2. (6.10)

社团 Sk 的几何形心 c(Sk)定义为

c(Sk) =
∑
x∈Sk

µ(x)

µ̂(Sk)
Φ(x), k = 1, . . . , N, (6.11)

其中 µ̂(Sk) =
∑

x∈Sk
µ(x). 这里的 c(Sk)可能并不属于集合{Φ(x)}x∈S. 为了得到属

于原始集合 S 的代表社团的中心节点, 引入如下的扩散中心mD(Sk)

mD(Sk) = arg min
x∈Sk

∥Φ(x)− c(Sk)∥2, k = 1, . . . , N. (6.12)

– 124 –



北京大学博士研究生学位论文 第六章 基于模量和模糊模量的自动模型选择

6.1.2 模量的定义

近年来, 由 Newman提出的模量 (modularity)的概念[144]作为社团结构优良性

的度量被广泛地使用. 将他指出将网络分成社团的好的分区不是仅仅要求连接社

团之间的边数较少, 而是要求连接社团之间的边数少于期望的值. 这些考虑得到了

模量 Q的定义如下

Q =社团内部的边数−这些边数的期望. (6.13)

这是一个关于将网络分成社团的特定分区的函数, 其值越大表示社团结构越强.

模量的定义包括一个真实网络与等价的随机模型网络的社团内部边数比较,

这个等价的随机模型网络中的边是不考虑社团结构而置入的[141]. 空模型 (null

model)具有与原始网络相同的 n个节点. 每对节点 x和 y之间置入一条边的概率

pE(x, y)是指定的. 更精确地说, pE(x, y)是 x和 y之间边数的期望值, 这个定义允

许一对节点之间存在多于一条边的可能性, 这种情况发生在某些类型的网络中. 对

于给定的分划 {Sk}Nk=1, 模量可以写成

Q =
1

2me

N∑
k=1

∑
x,y∈Sk

(
e(x, y)− pE(x, y)

)
, pE(x, y) =

d(x)d(y)

2me

, (6.14)

其中 me 是边上权重的和
∑

x,y∈S e(x, y)/2, 如果网络是无权图则 me = m. 这个模

型与物理中广泛研究的构造模型紧密相关[141]. 一些已有的方法[39, 57, 140–144]通过对

可能的分割来最优化模量的方式, 以寻找将网络分成社团的好的分区, 这在实践中

被证明是非常有效的.

尽管模量最大化是流行的方法, 但是当将其应用于未知社团结构的真实世界

网络中时, 对于输出结果的质量和重要性依然有很多未知. 模量并不是社团结构的

一个精确的指示器, 这基于下面两个原因: 第一, 这个量具有一个著名的分辨率极

限现象, 使它对于大网络的应用出现问题, 例如小模块仍然无法发现[71]. 模量最优

化可能对于识别小于一个尺度的模块出现失败, 这个尺度依赖于网络边上权重之

和me和模块间的互相连接的度, 甚至在模块不含糊地定义的情形也是如此. 如果

模块内部的连接数与
√
2me 同阶或更小, 则这个模块隐藏其良定义子结构的概率

是最高的. 因此, 事先不可能去知道通过模量最优化得到的一个模块是否真正的
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是一个单个模块或者是一个由较小模块构成的社团. 从而这个结果引入了使用模

量去检测社团结构中的一些警告. 第二, 模块的地形是“像玻璃的”, 即大量分区具

有与最大模量值非常接近的模量值, 但是结构是不同的, 故最大化的含义也有待讨

论[80]. 模量展示极端退化: 它极具特色地容许指数量级的不同的高分解, 并缺乏清

晰的全局极大值. 退化的解可从根本上与许多但非全部的分区性质不一致, 例如最

大模块的组成和模块规模的分布. 这些结果意味着任何模量最优化过程的输出都

应进行谨慎的解释.

6.1.3 算法的构造

正如 5.3中所介绍的, 模拟退火算法最初是由模拟退火固体的物理过程而产生

的[133], 并广泛地应用于最优化问题[103].

设 E = −Q, E(n)和 E(n+1)分别表示当前能量和新能量. E(n+1)总被接受如果

它满足E(n+1) < E(n),但是如果E(n+1) > E(n)则新能量级仅以概率 exp(− 1
T
△E(n))

被接受, 其中 △E(n) = E(n+1) − E(n) 为能量差, T 为当前温度. 较差的解基于解

的质量的变化而被接受, 这使搜索避免了被困于局部极小值. 于是温度逐渐降低,

重复退火过程直到没有更新的改进出现或者达到某个终止准则. 初始状态为随

机生成的 N 个社团, 其中 N 为区间 [Nmin, Nmax]中的整数, 在下面的计算中选取

Nmin = 2, Nmax = n/3. 初始温度设置为一个较高的温度 Tmax. 当前状态的下一个

状态由随机选择下述的提议之一而产生, 然后计算这个新状态的能量. 这个新的状

态被接受如果满足接受条件. 这个过程将在给定的温度上重复 R次. 设置冷却速

率 0 < α < 1来降低当前温度直到温度下界 Tmin 被达到. 整个的结合基于相异性

指标的 k-means迭代算法的模拟退火过程概括如下.

算法 6.1 (Simulated Annealing with the Dissimilarity-Index-based k-means algo-

rithm — SADI)

(1) 设置参数 Tmax, Tmin, α和 R. 在区间 [Nmin, Nmax]中随机选取N , 并随机初始

化分区 {S(0)
k }Nk=1. 设当前温度 T = Tmax.

(2) 根据 (6.6)计算中心 {mI(S
(0)
k )}Nk=1, 然后根据 (6.14)计算初始能量 E(0); 令

n∗ = 0.
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(3) 对于 n = 0, 1, . . . , R, 做如下迭代:

(3.1) 根据下述提议产生一组新的中心 {mI(S
(n)
k )}N ′

k=1, 并令 N = N ′.

(3.2) 分别根据

S
(n+1)
k =

{
x : k = argmin

l
Λ(x,mI(S

(n)
l ))

}
, k = 1, . . . , N, (6.15)

和 (6.6) 来更新分区 {S(n+1)
k }Nk=1 和中心 {mI(S

(n+1)
k )}Nk=1, 然后根据

(6.14)计算新能量 E(n+1).

(3.3) 接受或拒绝新状态. 如果 E(n+1) < E(n), 或者 E(n+1) > E(n) 且 u ∼

U [0, 1], u < exp{− 1
T
△E(n)}, 则接受新状态, 令 n = n+ 1; 否则拒绝.

(3.4) 更新最优状态, 即如果 E(n) < E(n∗), 则令 n∗ = n.

(4) 降温 T = α · T . 如果 T < Tmin, 执行 (5); 否则令 n = n∗, 并重复 (3).

(5) 输出整个过程的最优分区 {S(n∗)
k }Nk=1和最小能量 E(n∗).

通过将上述算法 6.1中的 (6.6)和 (6.15)分别替换为 (6.12)和

S
(n+1)
k =

{
x : k = argmin

l
∥Φ(x)− c(S

(n)
l )∥2

}
, k = 1, . . . , N, (6.16)

则得到结合基于扩散距离的 k-means迭代算法的模拟退火算法 (Simulated An-

nealing with Diffusion-Distance-based k-means algorithm — SADD).

对于步骤 (3.1)中产生一组新中心的过程的提议由三个函数组成, 分别是保持

一个当前社团, 删除一个当前社团和分裂一个当前社团. 在每次迭代时, 随机选择

三个函数中的一个, 并且社团强度[158]

M(Sk) =
∑
x∈Sk

(din(x)− dout(x)), k = 1, . . . , N, (6.17)

被用来选择一个社团, 其中 din(x) =
∑

z∈Sk
e(x, z)且 dout(x) =

∑
z /∈Sk

e(x, z). 这三

个函数描述如下.

(a) 保持一个社团. 保持这组中心.

(b) 删除一个社团. 由 (6.17)具有最小社团强度的社团 Sd被选择, 其中心将被从

中心集合中删除.
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(c) 分裂一个社团. 具有最小平均社团强度的社团

Ss = argmin
Sl

M(Sl)

|Sl|
(6.18)

被选择. 对于 SADI, 新的中心由

mI(SN+1) = arg min
x∈Ss,x ̸=m(Ss)

Λ(x,mI(Ss)), (6.19)

得到; 对于 SADD, 当前的几何形心 c(Ss)由下面两个新的几何形心代替

c(SN+1) = c(Ss)− |c(Ss)−m(Ss)|,

c(Ss) = c(Ss) + |c(Ss)−m(Ss)|.
(6.20)

算法的迭代步数依赖于初始和终止温度, 冷却速率和在给定温度下的重复

次数, 约为 R logα
Tmin

Tmax
. 对于 SADI, 由于真正需要知道的是平均首达时的差, 即

t(x, z)− t(y, z), 故可以以计算量 O(n3)计算所有不同的差. 对于 SADD, 每次迭代

计算 {c(Sk)}Nk=1和 {Sk}Nk=1的花费均为 O(qNn).

本节的算法的优点是它们克服了传统聚类方法的弱点, 即最优预测误差

随分区数目增加而减少, 例如由梯度方法构造的 k-means[127]和 fuzzy c-means算

法[19, 58]. 本节方法的冷却过程可以有效且自动地确定社团数目 N 而不再是将它固

定作为已知模型参数, 并且初始分区 {S(0)
k }Nk=1 可以随机选取. 这个问题也可通过

另一种方式求解, 即对于所有可能的 N , 分别遍历两种 k-means算法. 但是这将花

费巨大, 因为对于每个固定的 N , k-means过程需运行 1000到 5000次试验来避免

陷入局部极小值. 另一方面, 与对于所有可能的 N 遍历两种 k-means算法相比, 本

节的算法有时会得到具有更大模量值的更优分区 (如图 6.4所示). 因此这里的模拟

退火策略可以避免无效的重复并得到高效率与高精度.

6.1.4 数值试验

本节中, 将算法测试于具有已知社团结构的人工生成的网络, 包括 128个节点

的 ad hoc网络和 Gauss混合模型生成的样本网络. 随后, 算法成功地应用于真实

世界中的网络, 包括空手道俱乐部网络, 神奇湾宽吻海豚网络, 政治书籍网络, 《悲

惨世界》人物关系网络和美国足球队网络.
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图 6.1: 由本节中的算法和 [144]中方法所得到的 ad hoc网络的节点识别的正确率随 zout 的

变化. 从图中可见 SADI和 SADD的性能优于最短路径方法和随机游动方法[144].

6.1.4.1 人工生成的网络

128个节点的 ad hoc网络. 本节的第一个算例是 128个节点的 ad hoc网络.

这类网络具有已知的社团结构, 构造如 1.5.1所述. 通常定义 zout 为某个节点与属

于其它社团节点之间连接的平均数, zout越大, 社团就变得越模糊 (diffuse). 这里将

zout = 96pout从 0.5变化到 8, 并观察节点识别的正确率. 在这个模型计算中参数设

置为 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 20. 分区结果的节点识别正确率如图

6.1所示. 与 [144]中的两种方法进行比较, 可以看出 SADI和 SADD的性能显著优

于先前的两种方法, 特别是当 zout很大时的社团结果较为模糊的情形.

Gauss混合模型生成的样本网络. 本节的第二个算例是 Gauss混合模型生成

的样本网络. 这个模型与 Penrose提出的随机几何图的概念[153]有关, 只是这里选

取 Gauss混合模型, 而不再是 [153]中的均匀分布. 网络的构造过程和意义如 1.5.1

中所描述. 选取 n = 400和K = 3, 然后根据如下的均值和协方差矩阵生成样本点

µ1 = (1.0, 4.0)T ,µ2 = (2.5, 5.5)T ,µ3 = (0.5, 6.0)T , (6.21a)

Σ1 = Σ2 = Σ3 = 0.15I =

 0.15 0

0 0.15

 . (6.21b)
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图 6.2: (a) 由 3-Gauss混合模型生成的 400个样本点. 星形符号表示每个 Gauss分量的中心;

圆形, 方形和菱形符号分别表示三个不同分量中的样本点. (b) 算法关于由 (a)中样本点根据

dist = 0.8生成的网络的分区结果. 不同的社团由不同的颜色表示. 中心 mI = {46, 186, 331}

和mD = {29, 229, 311}由白色表示.

这里选择节点 1 : 100在第 1组, 节点 101 : 250在第 2组, 节点 251 : 400在第 3

组. 根据这个选择, 近似地有 q1 = 100/400, q2 = q3 = 150/400. 这个实验中取阀

值 dist = 0.8. 样本点如图 6.2(a)所示. 这里参数取 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9

和 R = 15来实现所提出的算法. 分区结果如图 6.2(a)所示. 两种算法 SADI和

SADD均得到同样的 N = 3和 Q = 0.6241, 中心分别为 mI = {46, 186, 331}和

mD = {29, 229, 311}. 对于 SADI和 SADD, 所得到的中心与均值 µ之间的平均 L2

误差

1

N

N∑
k=1

∥xm(Sk) − µk∥2 (6.22)

分别为 0.0804和 0.2211. 结果是非常合理的, 这表明本节所提出的算法可以成功计

算较大型的网络.

– 130 –



北京大学博士研究生学位论文 第六章 基于模量和模糊模量的自动模型选择

1
2

3

4

5
6

7

8
9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
21

22

23

24

25 26

27

28

2930

31

32

33
34

(a)

1
2

3

4

5
6

7

8
9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
21

22

23

24

25 26

27

28

2930

31

32

33
34

(b)

图 6.3: 用本节中的方法得到的空手道俱乐部网络的社团结构. 两种方法产生相同的分区除了

节点 24. (a) SADI的分区结果. (b) SADD的分区结果.
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图 6.4: (a) 由基于相异性指标的 k-means, 基于扩散距离的 k-means, SADI和 SADD所得

到的最大化的模量值. 图中清楚地显示出 SADI达到最大模量值 Q = 0.4198, 这与其相应的

k-means当 N = 4时的结果相同. 而 SADD可以达到比相应的 k-means当 N = 4时更大的模

量值 Q = 0.4174. (b) 基于扩散距离的 k-means算法当 N = 4时得到的社团结构. 基于相异

性指标的 k-means算法得到的结果与图 6.3(a)相同.

6.1.4.2 真实世界中的网络

空手道俱乐部网络. 这个网络是由Wayne Zachary在观察一所美国大学空手

道俱乐部成员之间的社交而构建的[210], 具体介绍见 1.5.2. 本节提出的方法得到的
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表 6.1: 两种算法对于空手道俱乐部网络, 宽吻海豚网络以及政治书籍网络得到的数值结果.

karate club network dolphins network political books network

N Q N Q N Q

SADI 4 0.4198 5 0.5176 4 0.5260

SADD 4 0.4174 4 0.5235 4 0.5266

(a) (b)

图 6.5: 用本节中的方法得到的宽吻海豚网络的社团结构. (a) SADI的分区结果. (b) SADD

的分区结果.

结果如表 6.1和图 6.3所示. 两种方法均得到 N = 4, 但 SADI达到更高的 Q值, 这

胜过了多数现有方法[39, 57, 140–144]. 另一方面, 模拟退火的方法可以得到比对所有

可能的 N 遍历两种 k-means更优的分区结果, 这如图 6.4所示, SADI达到最大模

量值 Q = 0.4198, 这与其相应的 k-means当 N = 4时的结果相同. 而 SADD可以

达到比其相应的 k-means当 N = 4时更大的模量值 Q = 0.4174.

宽吻海豚网络. 宽吻海豚网络由生活在新西兰道尔福峡湾 (神奇湾)的一个组

织中的 62只宽吻海豚之间的频繁联系所构成的网络[121, 122]. 关于这个网络的详细

介绍参见 1.5.2. 本节所提出的算法得到的结果如表 6.1和图 6.5所示. 根据结果,

网络看起来分裂成绿色部分和较大部分这两个大的社团, 其中较大部分继续分裂

成几个更小的社团, 分别用不同颜色表示. 分裂成两个社团对应于海豚组织的一个

已知分区[122]. 而较大的那部分中的几个子社团也对应于海豚的真实的分区, 黄色

部分几乎全部由雌性组成, 而其它部分几乎全部都是雄性.
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图 6.6: 用本节中的方法得到的政治书籍网络网络的社团结构. 两种方法产生几乎相同的分区

除了节点 19和 50. (a) SADI的分区结果. (b) SADD的分区结果.

政治书籍网络. 这个网络是由 V. Krebs编制的关于美国政治的书籍的网络,

详细介绍参见 1.5.2. 网络中的节点表示从在线书商 Amazon.com上购买的最近的

105本关于美国政治的书籍, 连接书籍对的边表示这两本书频繁地由相同顾客购

买. 书籍的分类是按照它们所陈述的明显的政治立场, 自由党或者保守党, 除了一

小部分书籍是明确的两党派或中立者, 或者没有明确的从属关系[142]. 如图 6.6所

示, 节点的给出是根据为它们属于保守的 (方形)还是自由的 (菱形), 除此之外还有

小部分书籍是中立的 (圆形). 计算结果如表 6.1和图 6.6所示. 可以发现四个社团,

分别用不同的颜色表示. 看起来这些社团中的其中一个几乎全部由属于自由的书

籍组成, 一个乎全部由属于保守的书籍组成. 多数属于中立的书籍落入余下的两个

社团中. 因此这些书似乎形成了与政治观点密切相关的联合购买的社团, 本节的算

法能够从原始数据网络中提取有意义的结果.

小说《悲惨世界》人物关系网络. 这是维克多·雨果的关于法国恢复后的犯

罪与救赎的长篇巨著《悲惨世界》中的主要人物之间的相互关系的网络, 它是由

Knuth根据戏剧的场次中出现的人物列表而构造的[106]. 网络中的节点代表人物,

两个节点之间的边代表与相关人物共同出现在一场或多场中, 详细介绍参见 1.5.2.

由算法 SADD得到结果的最优社团结构具有模量 Q = 0.5654, 并给出如图 6.7所

示的 6个社团, 这达到了比 [144]中方法更大的模量值. 社团清楚地反映了书中次
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图 6.7: 雨果的小说《悲惨世界》主要人物之间联系的网络的社团结构. 利用 SADD方法得

到的最大模量 Q = 0.5654, 对应于不同颜色表示的 6个社团.

要情节的结构: 主角 Jean Valjean和他的复仇者, 警务人员 Javert均是网络的重

要成员, 并形成由他们的拥护者组成的社团的中心. 其它集中在Marius, Cosette,

Fantine和主教Myrial的次要情节也在图中表现出来.

美国足球队网络. 本节研究的最后一个网络是美国大学生足球联联赛 2000年

第一季度的比赛日程[77]. 关于这个网络的详细介绍参见 1.5.2. 利用算法 SADI得

到的网络的最优社团结构具有很强的模量 Q = 0.6032, 并给出如图 6.8所示的 11

个社团, 这个分区结果优于多数现有方法[77, 213]. 根据所得到的结果, 算法 SADI

高度准确地确定出了社团结构, 几乎所有的足球队都被正确地与他们所属联盟

中的其它球队分在一个社团中. Independents联盟中的球队 (绿边方形)看起来

不属于任何一个社团, 但是他们趋向于与他们最为紧密联系的联盟分区在一起.

Sunbelt联盟 (菱形)分裂成两个社团, 其中一个社团与Western Athletic联盟 (三

角形)中连接松弛的一个球队分区在一起, 另一个社团与Mountain West分区在一

起. Conference USA联盟 (黑边方形)中仅有一个球队 Texas Christian, 与Western

Athletic联盟的绝大多数球队分区在一起. 所有其它的社团 (彩色圆形)与已知的
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图 6.8: 美国足球队网络的社团结构. 利用 SADI方法得到的最大模量 Q = 0.6032, 对应于不

同颜色表示的 11个社团.

社团结构一致.

6.1.5 小结

本节中提出了实现网络确定性分区的自动模型选择方法 SADI和 SADD, 并

成功地应用于几个具有代表性的网络. 数值结果表明它们产生相似的结果, 但是

SADD在多数情况下具有更好的效率和精度. 两种算法均得到比多数现有方法更

优的模量[39, 57, 140–144]. 这里再一次指出本节所提出的算法不仅可以确定社团结构,

还可以确定每个社团的中心节点. 最优社团数目在降温过程中可以被有效自动地

确定, 而不需要任何关于社团结构的先验信息.

6.2 基于模糊模量的概率性分区的自动模型选择

在第四章[114]中提出了关于网络分区的概率性框架, 它既可以看做是统计中的

fuzzy c-means算法[19, 58]向网络分区问题的自然扩展, 也可以看做是第三章[60]中网

络最优分区的确定性框架的推广. 在传统的网络分区问题中, 每个节点在分区后
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仅处于一个社团. 然而这通常是过于限制的, 因为在许多扩散网络中, 位于社团

之间边界处得节点共享多余一个社团的公共性, 并起到了过渡的作用. 这就激发

了概率性分区的思想来为讨论网络结构提供一种更加成熟的方式. 每个节点在

概率性分区后以某一概率从属于某一社团, 而不是将节点分配到特定的社团中.

第四章[114]中的方法可成功实施, 但是需要已知社团数目作为模型参数, 和由变形

k-means算法[60]得到的确定性分区作为特定的初始化.

为了克服这两个弱点, 在本节中提出了一个有效方法来实现概率性分区的自

动模型选择. 本节将著名的衡量网络社团优良性的模量的概念[144]自然地推广到

概率性的形式, 即模糊模量 (fuzzy modularity), 来量化概率性分区的质量; 并且

协助实现自动模型选择, 而不再是要求用户固定社团数目. 同样地, 模拟退火方

法[83, 103, 133]被用来寻找模糊模量的最大值. 冷却过程结合了基于概率性分区算法

的 AIP交替迭代[114]而实现. 这种方法避免无效重复, 具有高效率和高精度, 迭代

过程加速了极大化模糊模量的趋势, 并可以得到比对所有可能的 N 遍历使用 AIP

更大的模糊模量值, 如图 6.12所示. 总之, 这个方法不仅可以确定每个节点属于不

同社团的概率, 而且可以自动确定最优的社团个数而不需要任何关于社团结构的

先验信息. 此外, 模糊分区概率 ρ的初始值可以被随机选取. 模糊社团结构包含了

更多详细信息并且与之前做网络分区的方法相比具有更多预测性的功能.

本节构造算法: 极大化模糊模量的结合基于第四章[114]中 Euler-Lagrange方程

组的交替迭代 AIP的模拟退火方法 (SAFM). 算法测试于两个个人工网络, 包括

128个节点的 ad hoc网络和 LFR基准网络及其具有重叠社团的网络. 数值结果表

明算法以合理的计算量有效地实现并可以达到准确的分区结果. 此外, 算法成功地

应用于四个真实世界中的网络, 包括空手道俱乐部网络, 宽吻海豚网络, 政治书籍

网络与圣达菲研究所科学家合作网络, 巩固了算法的有效性.

本节余下部分内容如下. 在 6.2.1中简单回顾第四章[114]中的网络分区的概率

性框架. 在 6.2.2中将扩展模量的定义, 提出模糊模量函数. 在 6.2.3中提出算法

SAFM和相应的策略. 在 6.2.4中, 将方法应用于上述的有代表性的算例, 并分析数

值结果和算法的性能.

本节内容主要参考 [117].
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6.2.1 网络的概率性分区

第四章[114]的基本思想是引入关于 (6.1)中的随机矩阵 p(x, y)的一种度量

∥p∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p(x, y)|2, (6.23)

并通过极小化距离 ∥p̃− p∥µ来寻找约化的马氏链 p̃.

给定 S 的分区 S =
∪N

k=1 Sk, 且 Sk

∩
Sl = ∅ 若 k ̸= l. 设 p̂kl 是状态空间

S = {S1, . . . , SN}中从 Sk 到 Sl的粗粒化的转移概率, 满足

p̂kl ≥ 0,
N∑
l=1

p̂kl = 1. (6.24)

设 ρk(x)为节点 x属于第 k个社团 Sk 的概率, 满足条件

ρk(x) ≥ 0 and
N∑
k=1

ρk(x) = 1, for all x ∈ S. (6.25)

这个矩阵可以通过下述表达式自然地提升到原始状态空间 S 中的随机矩阵空间去

p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

ρk(x)p̂klρl(y)
µ(y)

µ̂l

, x, y ∈ S, (6.26)

其中

µ̂k =
∑
z∈S

ρk(z)µ(z). (6.27)

这种将随机矩阵提升的思想表达了这样的现象: 节点 x通过由社团 Sk到社团 Sl的

不同的渠道, 并以它们相应的从属概率转移到节点 y, 最终停留在平衡状态. 不难

验证如果 p̂是 S上的随机矩阵, 具有平稳分布 µ̂, 则由 (4.9)定义的 p̃为 S 上的随

机矩阵, 具有平稳分布 µ. 若进一步, 有p̂满足关于 µ̂的细致平衡条件, 则 p̃满足关

于 µ的细致平衡条件 (命题 4.1).

给定社团数目 N , 最优地约化Markov随机游动动力学, 通过考虑如下的极小

化问题

min
ρk(x), p̂kl

J = ∥p− p̃∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p(x, y)− p̃(x, y)|2
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=
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
p(x, y)

µ(y)
−

N∑
k,l=1

ρk(x)ρl(y)
p̂kl
µ̂l

)2

(6.28)

服从于约束条件 (6.25)和 (6.24). 为了极小化 (6.28)中的目标函数 J , 定义

p̂∗kl =
1

µ̂k

∑
x,y∈S

µ(x)ρk(x)p(x, y)ρl(y), (6.29)

则 p̂∗是 S上的随机矩阵, 平稳分布为 µ̂ , 且满足关于 µ̂的细致平衡条件.

带有约束条件
∑N

k=1 ρk(x) = 1的 J 的最优化问题, 相当于求 (6.28)的稳定点,

其 Euler-Lagrange组如下所述(
I−1
µ̂ · ˆ̂µ

)
· p̂ ·

(
I−1
µ̂ · ˆ̂µ

)
= p̂∗, (6.30a)

ρ = Iµ̂p̂
−1 ˆ̂µ−1ρpT , (6.30b)

其中 ρ = {ρk(x)}k=1,...,N,x∈S 为 N × n的矩阵, 定义 ˆ̂µ为 N ×N 的矩阵, 其元素为

ˆ̂µkl =
∑
z∈S

µ(z)ρk(z)ρl(z) = (ρ · Iµ · ρT )kl. (6.31)

对角矩阵 Iµ和 Iµ̂分别为 n× n和 N ×N 的矩阵, 其元素为

Iµ(x, y) = µ(x)δ(x, y), x, y ∈ S, (6.32a)

(Iµ̂)kl = µ̂kδkl, k, l = 1, . . . , N, (6.32b)

其中 δ(x, y)和 δkl均为 Kronecker delta符号.

由 Euler-Lagrange方程组 (6.30)立即得到的一个策略是在关于 p̂和 ρ的方程

之间交替迭代. 为了保证算法的可实现性, 即 p̂和 ρ的非负性和归一化条件, 需要

在每次迭代后加入一个投影步, 即将最优性条件 (6.30)变为

p̂ = P
(
ˆ̂µ−1 · Iµ̂ · p̂∗ · ˆ̂µ−1 · Iµ̂

)
, (6.33a)

ρ = P
(
Iµ̂p̂

−1 ˆ̂µ−1ρpT
)
. (6.33b)

这里 P 是一个投影算子, 它可将一个实向量映射成一个有非负归一化分量的向量.
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6.2.2 模糊模量的定义

为了衡量网络不同的模糊分区的优良性, 本节将模量 (6.14)扩展到一个概率

性的形式中. 根据上述框架, 连接一对节点的边不再属于某个特定的社团, 而是以

非零的概率属于不同的社团. 这得归结为相应的节点属于这些社团的概率. 这就激

发了模糊模量的定义

Qf =社团内部的边的概率的和−这些边的概率的期望的和. (6.34)

它可以看作是量化概率性分区的质量的一个标准, 从而协助自动模型选择过程, 而

不再要求社团数目已知.

对于给定的模糊分区 {ρk(x)}Nk=1, 根据多数决定原则 (majority rule)将节点分

区, 即如果对于给定的节点 x, 有 k = argmaxl ρl(x), 则令 x ∈ Sk. 于是模糊模量

Qf 也可以基于空模型
[141]来给出

Qf =
1

2m

N∑
k=1

∑
x,y∈Sk

(ρk(x) + ρk(y)

2
e(x, y)− pEf (x, y)

)
, (6.35)

其中 pEf (x, y)为边 e(x, y)属于 Sk 的概率的期望值, 具有形式

pEf (x, y) =
df (x)df (y)

2m
, x, y ∈ Sk (6.36)

这里 df (x)是概率性框架下, 节点 x在社团 Sk 中的广义度, 形式如下

df (x) =
∑
z∈Sk

ρk(x) + ρk(z)

2
e(x, z) +

∑
z /∈Sk

ρk(x) + (1− ρk(z))

2
e(x, z). (6.37)

这个扩展形式 (6.35)可以看作是传统模量 (6.14)的推广. 对于固定社团数目 N 的

一个理想的分区要求在 {ρk(x)}Nk=1中的较为稳定的状态. 因此, 最优概率性分区可

以通过求解如下问题得到

max
N

{
max

{ρk(x)}Nk=1

Qf

}
. (6.38)

需要指出在得到节点关于社团的模糊分区 ρ之后, 模糊模量仅利用了 ρ的最

大分量属于相同社团的节点对来定量化. 这看起来扔掉了模糊分区 ρ中的其它信

息, 不仅是最大分量的其它信息. 然而, 数值实验结果表明 (6.35)的实际应用产生

与使用原始模量不同的分区, 如图 6.12所示. 而根据下述的算法, ρ的余下信息在

当产生重叠社团时予以考虑, 如图 6.11所示.
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6.2.3 算法的构造

正如 6.1.3中所介绍的, 可以采用模拟退火方法[83, 103, 133]用来寻找模量的最大

值.

设 E = −Q, E(n) 和 E(n+1) 分别表示当前能量和新能量. E(n+1) 总被接

受如果它满足 E(n+1) < E(n), 但是如果 E(n+1) > E(n) 则新能量级仅以概率

exp(− 1
T
△E(n))被接受, 其中△E(n) = E(n+1) −E(n)为能量差, T 为当前温度. 初始

状态 {ρ(0)k (x)}Nk=1 随机生成, 其中 N 为区间 [Nmin, Nmax]中的整数, 在下面的计算

中选取 Nmin = 2, Nmax = n/3. 初始温度设置为一个较高的温度 Tmax. 当前状态的

下一个状态由随机选择下述的提议之一而产生, 然后计算这个新状态的能量. 这个

新的状态被接受如果满足接受条件. 这个过程将在给定的温度上重复 R次. 设置

冷却速率 0 < α < 1来降低当前温度直到温度下界 Tmin 被达到. 整个的极大化模

糊模量的结合 AIP迭代算法的模拟退火过程概括如下.

算法 6.2 (Simulated Annealing to maximize the Fuzzy Modularity associating with

AIP — SAFM)

(1) 设置参数 Tmax, Tmin, α和 R. 在区间 [Nmin, Nmax]中随机选取N , 并随机初始

化模糊分区 {ρ(0)k }Nk=1. 设当前温度 T = Tmax.

(2) 根据 (6.33a)计算 p̂(0), 然后根据 (6.35)计算初始能量 E(0); 令 n∗ = 0.

(3) 对于 n = 0, 1, . . . , R, 做如下迭代:

(3.1) 根据下述提议产生一组新的模糊分区 {ρ(n)k }N ′

k=1, 并令 N = N ′.

(3.2) 分别根据 (6.33a), (6.33b)和 (6.35)来更新 p̂(n+1), ρ(n+1)和新能量E(n+1).

(3.3) 接受或拒绝新状态. 如果 E(n+1) < E(n), 或者 E(n+1) > E(n) 且 u ∼

U [0, 1], u < exp{− 1
T
△E(n)}, 则接受新状态, 令 n = n+ 1; 否则拒绝.

(3.4) 更新最优状态, 即如果 E(n) < E(n∗), 则令 n∗ = n.

(4) 降温 T = α · T . 如果 T < Tmin, 执行 (5); 否则令 n = n∗, 并重复 (3).

(5) 输出整个过程的最优模糊分区 {ρ(n
∗)

k }Nk=1和最小能量 E(n∗). 多数决定原则

Sk = {x : k = argmax
l
ρ
(n∗)
l (x)} (6.39)
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给出确定性分区, 而

Sk = {x : ρ
(n∗)
k (x) > η} (6.40)

给出重叠的社团结构, 其中 η > 0为阀值.

在下面的计算中选择投影算子 P 为投影到边界的直接投影. 设 u =

(u1, u2, . . . , uN) ∈ RN , 且 Λ = {i : ui ≥ 0}. 当 i /∈ Λ 时, 令Pui = 0; 否则令

Pui = ui/
∑

j∈Λ uj.

对于步骤 (3.1)中产生一组新的模糊分区过程的提议由三个函数组成, 分别是

保持一个当前社团, 删除一个当前社团和分裂一个当前社团. 在每次迭代时, 随机

选择三个函数中的一个, 并且社团规模

Mk =
∑
x∈S

ρk(x), k = 1, . . . , N, (6.41)

被用来选择一个社团, 显然如果社团的规模越大则它存在性越强. 这三个函数描述

如下.

(a) 保持一个社团. 保持这当前的社团结构.

(b) 删除一个社团. 具有最小社团规模 Md 的社团被选择, 于是从当前模糊分

区矩阵 ρ中删除第 d行, 并将这一行加在第 k 行上, 即 ρk = ρk + ρd, 其中

k = argmaxm p̂
∗
dm, p̂

∗如 (6.29)所定义.

(c) 分裂一个社团. 具有最大社团规模 Ms 的社团被选择, 于是将其分成两个

新社团. 取 r(x) ∼i.i.d. U [0, 1], 则 ρN+1(x) = r(x) · ρs(x), ρs(x) = (1 − r(x)) ·

ρs(x), ∀x ∈ S.

算法的迭代步数依赖于初始和终止温度以及冷却速率. 每次迭代中, 计算 p̂的

总花费为 O(N2(m + n)), 计算 ρ的花费为 O(N2n +Nm). 全局最大化问题 (6.38)

也可以通过对所有可能的 N 遍历使用 AIP迭代算法, 但这将花费巨大. 因为对于

每个固定的参数 N , AIP初始化时的变形 k-means需要执行大约 2000次试验以避

免陷入局部极小值. 然而 SAFM可以避免无效重复并具有高效性和高精度. 此外,

它还可以得到比对所有可能的 N 遍历使用 AIP算法更大的 Qf 值, 从而实现更优

的分区 (如图 6.12所示). SAFM的另一个优点是它克服了第四章[114]中方法的弱
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图 6.9: 将 SAFM算法与 Newman快速算法 (NF)[140]和极值最优化算法 (EO)[57]共同测试于

128个节点的 ad hoc网络[43, 77, 144]并进行比较. Ad hoc网络具有四个社团: 对于较低的 zout,

社团可以轻松地识别; 而对于较高的 zout, 社团边的更加复杂.

点. 冷却过程可以自动地确定社团数目 N 而不再是固定它作为已知的模型参数,

并且初始的模糊分区 {ρ(0)k }可以随机选取, 而不再选用由变形 k-means得到的关

于每个节点确定性分区的示性矩阵.

6.2.4 数值试验

本节中, 将算法测试于具有已知社团结构的人工生成的网络, 包括 128个节点

的 ad hoc网络和 LFR基准网络. 随后, 算法成功地应用于真实世界中的网络, 包

括空手道俱乐部网络, 神奇湾宽吻海豚网络, 美国政治书籍网络和圣非研究所科学

家合作网络.

6.2.4.1 人工生成的网络

128个节点的 ad hoc 网络. 本节的第一个算例是 128个节点的 ad hoc网络,

这类网络具有已知的社团结构, 构造如 1.5.1所述. 通常定义 zout 为某个节点与属
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图 6.10: 将 SAFM算法测试于 LFR基准网络[111]. 节点数为 n = 500. 结果明显地依赖于基

准网络的所有参数, 从指数 γ 和 β 到平均度 ⟨d⟩. 由垂直虚线表示的阀值 µc = 0.5标记出一个

边界; 超出这个边界则社团不再是强意义下 (即每个节点在自己从属的社团中比在其它社团中

具有更多的邻居)所定义的. 每个点对应于超过 20次的图实现的平均值.

于其它社团节点之间连接的平均数, zout 越大, 社团就变得越模糊 (diffuse). 在这

个模型计算中参数设置为 Tmax = 3, Tmin = 10−2, α = 0.9和 R = 50. 如果在应用

SAFM算法之后根据多数决定原则分割网络, 即根据节点的最大权重分区, 则得到

了一个确定性的分区. 为比较固定模块结构与算法得到的结构, 这里采用归一化

互信息[43, 109, 111], 如 (1.8)所定义. 将 zout = 96pout从 0.5变到 10, 并观察归一化互

信息. 正如图 6.9所示, 不同方法求得的归一化互信息随 zout的增长而呈现相似方

式的变化, 同时社团结构也变得更加模糊. 正常的分区总被找到直到 zout = 6为

止, 之后方法开始失效. SAFM看起来与 Newman快速算法[140] 和极值最优化算

法[57]相比具有竞争力, 特别是对于 zout更高的社团结构更为模糊的情形. 这也证实

了 SAFM算法的精确性, 但 SAFM算法给出了关于每个节点更多详细的信息.

LFR 基准网络. LFR基准网络[108, 109, 111]是为研究社团结构而构造的一个现

实的基准网络, 它同时要求节点度和社团规模的非均匀性. 节点度服从指数为 γ 的

幂律分布, 而社团规模服从指数为 β 的幂律分布. 混合参数 µ作为独立参数, 它表
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图 6.11: 将 SAFM算法测试于无向无权但具有重叠社团的 LFR基准网络[108]. 图中展现了已

知的重叠分区和重新获得的分区之间的针对重叠社团的广义形式的归一化互信息[110]随重叠

节点比率的变化. 络具有 n = 500个节点, 其它参数为 γ = 2, β = 1和 dmax = 50. 每个点对应

于超过 20次的图实现的平均值.

示一个节点关于它所在社团的外面的度与全部度之间的比率[111]. LFR基准网络可

进一步地推广到具有重叠社团的情形[108], 相应的对于重叠社团的广义化的归一化

互信息被提出并用来实现测试算法的目的[110]. 详细介绍如 1.5.1所述.

在图 6.10中,展现了将 SAFM算法实施于 n = 500的标准 LFR基准网络[111]的

结果. 计算中的模型参数设为 Tmax = 3.0, Tmin = 0.01, α = 0.9和 R = 20. 四个子

图分别对应于取值为四对指数 (γ, β) = (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)的结果. 为了探索

网络结构的万象, 选择指数范围的极端的组合. 每条曲线表现了归一化互信息随混

合参数 µ的变化. 可以看出平均度 ⟨d⟩越大则算法的性能越好, 但是当混合参数变

大时算法性能变差. 图中垂直虚线表示的阀值 µc = 0.5标记出一个边界; 超出这个

边界则社团不再是强意义下 (即每个节点在自己从属的社团中比在其它社团中具

有更多的邻居)所定义的. 总而言之, 可以推断 SAFM方法给出好的结果.

在图 6.11 中, 展现了将 SAFM 算法实施于具有重叠社团的 LFR 基准网

络[108]的结果. 网络具有 n = 500个节点, 其它参数为 γ = 2, β = 1和 dmax = 50. 在

这个情形下,固定混合参数 µ,而变化社团之间重叠节点的比率.通过设置与图 6.10
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图 6.12: 利用算法 AIP所得到的原始模量和模糊模量的值. 图中清楚地表明 SAFM可以找到

一个比对所有可能的N 遍历AIP算法[114]更大的模糊模量值Qf = 0.4152. 插入图表示N = 4

时的 AIP算法得到的社团结构, 当 N ≥ 4时分区结果变得更为复杂.

的计算相同的参数, 观察对于不同的平均度 ⟨d⟩, 人工分区和重新获得的分区之间

的针对重叠社团的广义形式的归一化互信息[110]的变化. 这里选择 η = 0.3来产生

重叠社团. 也可注意到平均度 ⟨d⟩越大则算法的性能越好, 而当重叠节点比率变大

时算法性能变差. 在上面两个子图中社团尺寸的范围是在 smin = 20和 smax = 50

之间, 而下面两个子图中社团尺寸的范围是在 smin = 30和 smax = 100之间. 通过

比较上排和下排的图, 可发现当社团平均尺寸越大时算法性能越好.

6.2.4.2 真实世界中的网络

空手道俱乐部网络. 这个网络是由 Wayne Zachary 在观察一所美国大学

空手道俱乐部成员之间的社交而构建的[210], 具体介绍见 1.5.2. 通过设定参数

Tmax = 3.0, Tmin = 10−5, α = 0.9 和 R = 50, 执行 SAFM 算法. 图 6.12中详细

详细阐明了结合迭代的模拟退火方法可以得到一个比对所有可能的 N 遍历 AIP

算法[114]的更大的模糊模量 Qf = 0.4152. SAFM算法得到的数值结果如表 6.2所

示. 图 6.13(a)展示了通过多数决定原则产生的 3个社团, 分别用不同颜色表示.

然而实际上算法获得了更多详细信息. 从表 6.2中, 发现对于节点 {5, 6, 7, 11}有
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表 6.2: 空手打俱乐部网络中每个节点属于不同社团的联合概率. ρR, ρY 和 ρG 分别表示属于

图 6.13中红色, 黄色和绿色社团的概率.

Nodes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ρR 0.3322 0 0 0 1.0000 1.0000 1.0000 0 0.0293 0 1.0000 0.3165

ρY 0.6678 1.0000 0.6841 1.0000 0 0 0 1.0000 0.4598 0.4920 0 0.6835

ρG 0 0 0.3159 0 0 0 0 0 0.5109 0.5080 0 0

Nodes 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

ρR 0.0780 0 0 0 0.9741 0.0780 0 0.0587 0 0.0780 0 0.0105

ρY 0.9220 0.9482 0 0 0 0.9220 0 0.7695 0 0.9220 0 0

ρG 0 0.0518 1.0000 1.0000 0.0259 0 1.0000 0.1718 1.0000 0 1.0000 0.9895

Nodes 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

ρR 0.0340 0.0322 0 0 0 0.0009 0 0.0753 0 0

ρY 0 0 0 0.1615 0.4170 0 0.4074 0.0653 0.0289 0.0801

ρG 0.9660 0.9678 1.0000 0.8385 0.5830 0.9991 0.5926 0.8594 0.9711 0.9199

ρR = 1, 对于节点 {2, 4, 8}有 ρY = 1, 对于节点 {15, 16, 19, 21, 23, 27}有 ρG = 1, 它

们都位于相应颜色社团的边界. 其它节点均以非零概率属于三个社团, 特别是节点

{1, 3, 9, 10, 12, 20, 29, 31}具有更加模糊的权重, 并起到其相应社团之间转移节点的

作用. 由权重平均可视化给出的模糊社团结构如图 6.13(b)所示, 节点的颜色由社

团颜色的加权平均 (4.31)给出, 这里假设 vR, vY 和 vG 分别表示可视化工具中红

色, 黄色和绿色的向量, 则节点 x的颜色向量为 ρR(x)vR + ρY (x)vY + ρG(x)vG. 这

样可将不同社团之间的转移更清楚地表示出来. 可以推测位于中心地带的成员与

社团联系更为紧密.

宽吻海豚网络. 宽吻海豚网络由生活在新西兰道尔福峡湾 (神奇湾)的一个组

织中的 62只宽吻海豚之间的频繁联系所构成的网络[121, 122]. 关于这个网络的详细

介绍参见 1.5.2. 分区结果如表 6.3和图 6.14(a)所示. 根据图 6.14(a), 网络看起来

分裂成白色部分和较大部分这两个大的社团, 其中较大部分继续分裂成几个更小

的社团, 分别用不同颜色表示. 分裂成两个社团对应于根据海豚年龄所形成的一个

已知分区[122]. 而较大的那部分中的几个子社团也对应于海豚的真实的分区, 黄色
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图 6.13: (a) 由 SAFM算法得到的经多数决定原则处理之后的空手道俱乐部网络社团结构,

三个社团由不同颜色表示. (b) 由权重 {ρk(x)}作可视化的模糊社团结构, 对应的模糊模量为

Qf = 0.4152.
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图 6.14: (a) 由 SAFM算法得到的经多数决定原则处理之后的宽吻海豚网络社团结构, 相应

的 4个社团由不同颜色表示. (b) 由权重 {ρk(x)}作可视化的模糊社团结构, 对应的模糊模量

为 Qf = 0.5050.

部分几乎全部由雌性组成, 而其它部分几乎全部都是雄性[122]. 表 6.3中列出了具

有中间权重的节点的联合概率. 对于其它节点, 即时它们不具有 0-1权重, 也会具

有一个权重强度大于 0.95的主导权重. 看起来节点 {2, 8, 20, 29, 31, 37, 40}起到了

两个大社团之间的主要连接的作用, 而表中的其它节点也起着所检测到的 4个社

团之间的过渡作用. 权重 {ρk(x)}的可视化如图 6.14(b)所示. 总之, SAFM算法得

到的模糊分区再一次反映了这个社会网络中海豚之间频繁联系的强弱程度.
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表 6.3: 宽吻海豚网络中具有中间权重的节点属于不同社团的联合概率. ρR, ρY , ρG 和 ρW 分

别表示属于图 6.14中红色, 黄色, 绿色和白色社团的概率. 对于网络中的其它节点, 即使它们

不具有 0-1权重, 也会具有一个权重强度大于 0.95的主导权重.

Nodes 1 2 3 4 8 9 11 15 16 20 21 22 24 28

ρR 0.7389 0.2364 0.7398 0.0216 0.4818 0.2539 0.8918 0.0209 0.1124 0.4829 0.3320 0 0 0.0652

ρY 0.1092 0 0.2602 0.3188 0.0163 0.1229 0 0.8763 0 0 0.5252 0.2589 0 0.0412

ρG 0.1519 0.0277 0 0.6596 0 0.6232 0.1082 0.1028 0.8876 0 0.1427 0.7411 0.9445 0

ρW 0 0.7359 0 0 0.5019 0 0 0 0 0.5171 0 0 0.0555 0.8936

Nodes 29 30 31 37 38 40 41 45 51 53 54 55 60 62

ρR 0.7688 0.0648 0.9053 0.0540 0 0 0.1309 0.3057 0.2103 0 0.1360 0.1341 0.0406 0.3663

ρY 0.0027 0.1602 0 0.3176 0.8352 0.1972 0.6239 0.6943 0.4928 0.7828 0.8640 0.0027 0.0218 0.6337

ρG 0.1046 0.7750 0 0.4156 0.1648 0.1836 0.1945 0 0.2969 0.2172 0 0 0.9125 0

ρW 0.1239 0 0.0947 0.2128 0 0.6192 0.0507 0 0 0 0 0.8632 0.0251 0

美国政治书籍网络. 这个网络是由 V. Krebs编制的关于美国政治的书籍的网

络. 关于这个网络的详细介绍参见 1.5.2. 如图 6.15所示, 节点的给出的根据为它们

属于保守的 (方形)还是自由的 (菱形), 除此之外还有小部分书籍是中立的 (圆形).

计算结果如图 6.15所示. 算法发现四个社团, 分别用不同的颜色表示. 看起来这些

社团中的其中一个几乎全部由属于自由的书籍组成, 一个乎全部由属于保守的书

籍组成. 多数属于中立的书籍落入余下的两个社团中. 因此这些书似乎形成了与政

治观点密切相关的联合购买的社团, SAFM算法能够从原始数据网络中提取有意

义的结果. 此外, 模糊社团结构指出了每本书在政治观点上的倾向性.

圣达菲研究所科学家合作网络. 最后一个例子是是美国新墨西哥州圣达菲

(Santa Fe) 的一个交叉学科研究中心, 圣达菲研究所中的科学家之间的合作网

络[77]. 在这个网络中的 271节点代表在 1999-2000年居住在圣达菲研究所的科学

家以及他们的合作者. 如果在同样的时间段内, 两个科学家之间合作过一篇或者

更多的论文, 则他们之间就画上一条带权重的边. 关于这个网络的详细介绍参见

1.5.2. 图 6.16(a)中给出了 SAFM算法应用于合作网络的最大分量, 并根据多数决

定原则所得到的结果. 这个网络由 118个科学家组成, 分成 6个社团由不同颜色表

示. 图中位于顶部的社团 (红色)表示利用基于智能体模型来研究经济和交通流量
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(a) (b)

图 6.15: (a) 由 SAFM算法得到的经多数决定原则处理之后的美国政治书籍网络社团结构,

相应的 4个社团由不同颜色表示. (b) 由权重 {ρk(x)}作可视化的模糊社团结构, 对应的模糊

模量为 Qf = 0.5184.

问题的科学家社团. 下面一个社团 (黄色)表示研究生态学中数学模型的科学家社

团, 形成了一个相当凝聚的结构. 最大的社团 (白色, 紫红色, 绿色)是主要研究统

计物理的科学家社团, 并看起来继续分成 3个更小的社团. 在这个情形下, 每个子

社团看起来围绕在一个主导成员的研究兴趣周围. 最后的位于图中底部的社团 (蓝

色)是主要研究 RNA结构的科学家社团. 权重 {ρk(x)}的可视化如图 6.16(b)所示,

它清楚地显示出圣达菲研究所科学家之间的合作程度, 并指出他们以不同的概率

倾向于加入哪一个研究领域, 致力于交叉学科领域的成员也可以被找到并衡量.

6.2.5 小结

本节中作者提出了模糊模量函数来衡量网络概率性分区的优良性, 并构造了

相应的算法 SAFM, 且算法成功地应用于几个具有代表性的网络. 数值实验展现

了非常满意的结果, 即 SAFM算法可以高效率且高精度地确定每个节点属于不同

社团的概率. 结合迭代法的模拟退火过程的实施避免了无效重复, 并可以获得比对

于所有 N 遍历迭代算法更大的模糊模量值. 所提出的 SAFM方法成功地克服了

第四章[114]中的弱点, 此时社团数目N 可以被自动确定而不再是将它固定为已知的

模型参数, 并且初始模糊分区 ρ可以随机选取, 而不再是取变形 k-means算法[60]所
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(a) (b)

图 6.16: (a) 由 SAFM算法得到的经多数决定原则处理之后的圣达菲研究所科学家合作网络

社团结构, 相应的 6个社团由不同颜色表示. (b) 由权重 {ρk(x)}作可视化的模糊社团结构, 对

应的模糊模量为 Qf = 0.7075.

得到的确定性分区的示性矩阵. 根据多数决定原则和阀值操作分别产生确定性分

区和重叠社团结构. 总之, 模糊社团结构包含了更多详细信息并且较之先前的网络

分区方法具有更多预测性的功能.
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第七章 总结与展望

通过博士阶段的研究工作, 我打开了探视更广阔自然世界的缝隙. 我相信, 在

自然科学的很多领域, 因为科学计算的发展和进步, 数学将发挥超越传统工具的限

制而起到更加现实的影响; 具体到复杂网络社团结构的研究, 本文中的工作只是事

情开始的第一步而已, 后续可做的事情还有很多. 我期望, 通过亲自动手使得对复

杂网络社团结构的研究的理解更加深入, 更加形象, 更加具体.

本章内容组织如下: 在 7.1中对本论文的研究工作进行了简要的总结, 包括本

论文创新点的展现以及方法不足之处的描述. 在 7.2中将本论文提出的一些算法与

文献中的其它方法进行比较, 并分析本文方法的优势和劣势. 在 7.3中对未来将要

继续研究的内容进行了展望和讨论.

7.1 本文研究的总结

在本论文中, 作者主要研究一类基于随机游动的动力学方法. 本论文的基石是

最近由 E, Li和 Vanden-Eijnden发展的基于 Hilbert-Schmidt度量粗粒化可逆马氏

链的理论框架 (Proc. Natl. Acad. Sci. USA 105 (2008), 7907–7912), 作者进一步

发展并完善了由此理论所建立的复杂网络社团结构的确定性分区方法, 所得到的

主要创新成果如下:

(a) 提出了复杂网络社团结构的一个概率性框架, 其中每个节点以某一概率从属

于某一个社团. 这可以看作是统计中的 fuzzy c-means算法向网络分区问题

的自然扩展, 也可以看做是之前的网络最优分区的确定性框架的推广. 提出

的算法成功地应用于几个具有代表性的算例. 概率性框架为网络分区问题的

研究提供更详细的信息. 更重要的是, 它比传统的网络确定性分区方法更具

有预测性能.

(b) 设计了一个基于有效性指标 (validity index)的方法来实现确定性分区的自

动模型选择. 提出的有效性指标函数可以为社团结构的优良程度提供一种度
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量, 它是由两个因素的乘积所定义的, 分别是每个分区的社团内部紧密程度

(compactness)与社团间分离程度 (separation). 数值试验表明算法在降温过

程中可以有效找出社团结构, 并且无需任何关于社团结构的先验信息就可以

自动确定社团的个数. 算法的 matlab程序可以从网上免费下载使用, 下载链

接为:

http://dsec.pku.edu.cn/~tieli/software/SAVI.zip.

(c) 分别利用结合了两种 k-means迭代的模拟退火方法来最大化模量 (modular-

ity), 以实现确定性分区的自动模型选择. 这两种 k-means分别基于相异性指

标和扩散距离. 算法可以得到较之许多已有方法更大的模量的值, 从这个意

义上来说胜过了许多已有的方法. 算法不仅可以确定社团的个数以及社团结

构, 还可以给出每个社团的中心节点.

(d) 构造了实现网络概率性分区的自动模型选择的方法. 提出了模糊模量 (fuzzy

modularity)函数, 它可以看作是传统模量的一个推广, 并为网络模糊社团结

构的优良性提供了度量. 算法可以有效确定每个节点属于不同社团的概率,

并且初始的模糊分区可以随机选取, 社团的个数也可以自动确定而不再是将

其固定为已知的模型参数.

对于基于最优预测的确定性分区算法: 算法 3.8 (变形 k-means), 仅仅用一个

类似于 k-means的过程来极小化目标函数 (3.28), 这是由于网络中的节点并未嵌入

到一个度量空间中去, 从而用 (3.53)来表示某个节点到某个社团的“距离”, 这导致

了算法的迭代不能保证目标函数每一次都下降, 于是可以通过如果目标函数上升

或保持常数则终止迭代的方式来解决这个问题. 这个算法的构思新颖. 第三章的数

值结果也表明变形 k-means算法的有效性良好. 但是在空手道俱乐部这个算例中,

节点 10被误分区, 而这在多数的社团结构检测的算法中是不会发生的. 但是算法

的计算量很少, 仅为每次迭代 O(N(n +m)), 这又与多数算法相比十分优越, 这将

在下面具体分析. 这个算法的一个不足是无法自动确定社团的个数, 社团个数 N

必须作为已知的模型参数. 在第五章中解决了这个问题, 即实现了确定性分区的自

动模型选择. 所提出的有效性指标函数可与模量函数相媲美, 但是也存在着不足.

例如宽吻海豚网络的例子中, 用最大化模量的方法可以得到四个社团, 而用极小化
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有效性指标的方法仅得到两个社团, 即是一个前者的初级分区. 这样, 一些小规模

的或者更高级分划中社团无法检测出来. 这是否可以通过设置 (5.27)中的参数 λ

来调节分离程度和紧密程度的比例关系, 进而实现不同规模的社团检测有待于将

来的验证. 由于算法中的迭代使用了变形 k-means, 故对于空手道俱乐部这个算例

中, 节点 10仍然被误分区.

对于基于最优预测的概率性分区算法, 例如算法 4.5 (AIP), 第四章中的数值实

验表明其计算结构非常令人满意, 尤其是对于空手道俱乐部网络的算例, 由概率

性分区结果根据多数决定原则所得到的确定性分区时, 节点 10被正确分区. 但是

AIP的初始区是用变形 k-means所得到的确定性分区, 即一个示性矩阵, 对于固定

的 N , 变形 k-means大约执行 1000次试验以避免陷入局部极小值, 从而增加了算

法总的计算量; 并且和变形 k-means的情形一样, 社团个数 N 必须作为已知的模

型参数, 这是算法的局限所在. 在第六章的 6.2中解决了这个问题, 即提出了传统

模量的一个扩展形式, 模糊模量, 进而实现了确定性分区的自动模型选择. 算法 6.2

成功地克服了 AIP的两个缺陷, 此时初始的模糊分区 {ρ(0)k }可以随机选取, 并且社

团数目 N 可以自动被确定出来. 从数值结果中可见模糊模量具有一定的有效性,

但是由定义 (6.35)知, 模糊模量仅利用了 ρ的最大分量属于相同社团的节点对来

定量化, 而扔掉了 ρ中的其它信息, 不仅是最大分量的其它信息. ρ的余下信息在当

产生重叠社团时予以考虑. 如何构造出更合理的衡量概率性分区优良程度的函数

还有待于进一步讨论和发展.

7.2 与其它方法的比较

在 Danon等人的分析[43]中, 比较了一些著名算法的计算量和算法应用于 ad

hoc网络的结果. 这些算法设计者的名字, 相关工作的出处, 表征算法的符号以及

算法的计算复杂度如表 7.1所示. 将这些算法应用于 ad hoc网络中来考察算法精

度的结果如图 7.1(a)所示, 这里考察的是由不同方法得到的节点识别正确率随 zout

的变化. 在三个特殊值 zout = 6, 7, 8处的节点识别正确率如图 7.1(b)所示, 注意到

对于 FLM算法 zout = 8的数据无效. 可见多数方法当 zout的值上升到 6时都可以

很好地确定出正确的社团结构. 当 zout = 8时一些方法开始“动摇”但仍可以正确
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表 7.1: Danon等人的比较分析[43]中所涉及到的算法的列表. 表中的四列分别显示了算法设

计者的名字, 相关工作的出处, 表征算法的符号 (将在图 7.1中使用)以及算法的计算复杂度.

其中 n表示节点数, m表示边数, ⟨d⟩表示平均度.

作者 参考文献 算法标记 阶数

Eckmann & Moses [63] EM O(m⟨d2⟩)

Zhou & Lipowsky [215] ZL O(n3)

Latapy & Pons [155] LP O(n3)

Clauset等 [39] NF O(n log2 n)

Newman & Girvan [144] NG O(nm2)

Girvan & Newman [77] GN O(n2m)

Duch & Arenas [57] DA O(n2 log n)

Fortunato等 [72] FLM O(m3n)

Radicchi等 [158] RCCLP O(m4/n2)

Donetti & Muñoz [53, 54] DM/DMN O(n3)

Bagrow & Bollt [10] BB O(n3)

Capocci等 [26] CSCC O(n2)

Wu & Huberman [205] WH O(n + m)

Palla等 [151] PK O(exp(n))

Reichardt & Bornholdt [163] PB 参数独立

Guimerà等 [82, 83] SA 参数独立

识别半数以上的节点. 当 zout = 8时仅有四个方法仍然能够识别出正确的社团结

构. 而对于本文中第三章中的变形 k-means算法, 第五章中的 SAVI算法, 第六章

6.1中的 SADI和 SADD算法, 其应用于 ad hoc网络的结果优于 GN算法, 并与

[43]中的其它算法相比具有竞争力. 此外, 考察一个算法的优良程度不仅要考察其

精度, 还要考虑其效率, 即计算量. 对于一个具有 n个节点和m条边的网络, 表 7.1

中算法中最快速的仅需 O(m+ n), 而最慢的则需 O(exp(n)). 而对于第三章中的变

形 k-means算法, 每次迭代的花费为 O(N(n +m)). 在规模增长的 ad hoc网络中,

通常 500个随机初始分划已经足够, 并并且对于每一个初始分区算法于几十步内

收敛. 如果这些结果是一般性的, 那么变形 k-means算法在 [43]中比较的诸多方法

中花费最少的算法之一, 然而这一点需要进一步的研究.

在 Lancichinetti和 Fortunato的分析[109]中, 比较了一些著名算法的计算量和

算法应用于 ad hoc网络的结果. 这些算法设计者的名字, 相关工作的出处, 表征算

法的符号以及算法的计算复杂度如表 7.2所示. 将这些算法分别应用于 ad hoc网
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图 7.1: (a) 利用 ad hoc网络比较表 7.1中算法的敏感度[43]. 这里考察的是由不同方法得到的

节点识别正确率随 zout 的变化. (b) 在三个特殊值 zout = 6, 7, 8处的节点识别正确率[43]. 注意

到对于 FLM算法 zout = 8的数据无效. 可见多数方法当 zout的值上升到 6时都可以很好地确

定出正确的社团结构. 当 zout = 8时一些方法开始“动摇”但仍可以正确识别半数以上的节点.

当 zout = 8时仅有四个方法仍然能够识别出正确的社团结构.

表 7.2: Lancichinetti和 Fortunato的比较分析[109]中所涉及到的算法的列表. 表中的四列分别

显示了算法设计者的名字, 相关工作的出处, 表征算法的符号 (将在图 7.2中使用)以及算法的

计算复杂度.

作者 参考文献 算法标记 阶数

Girvan & Newman [77, 144] GN O(nm2)

Clauset等 [39] Clauset et al. O(n log2 n)

Blondel等 [20] Blondel et al. O(m)

Radicchi等 [158] Radicchi et al. O(m4/n2)

Palla等 [151] Cfinder O(exp(n))

Van Dongen [55] MCL O(nk2), k < n为参数

Donetti & Muñoz [53, 54] DM/DMN O(n3)

Ronhovde & Nussinov [167] RN O(mβ log n), β ∼ 1.3

Rosvall & Bergstrom [170] Infomap O(m)

Rosvall & Bergstrom [169] Infomod 参数独立

Newman & Leicht [145] EM 参数独立

Guimerà等 [82, 83] Sim. Ann. 参数独立
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(a) (b)

图 7.2: (a) 将表 7.2中的算法测试于 ad hoc网络[109]. (b) 将表 7.2中的算法测试于无向无权

的 LFR网络[109]. 每个子图展现了算法所得到的分区与已知分区之间的归一化互信息随混合

参数 µt变化.

络和无向无权的 LFR网络中来考察算法精度的结果如图 7.2所示, 其中每个图展

现了算法得到的分区与已知分区之间的归一化互信息随混合参数 µt 变化. 而对
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于本文中第五章的 SAVI算法, 也将其测试于 LFR网络, 考察归一化互信息, 并与

Infomap算法进行比较, 结果表明 SAVI与 Infomap相比非常具有竞争力, 特别是

对于当混合参数 µt 很大时的较为扩散的情形. 对于第六章 6.2中的 SAFM算法,

将其分别应用于 ad hoc网络和 LFR网络, 考察归一化互信息, 结果表明 SAFM算

法效果良好, 与 Newman快速算法[140]和极值最优化算法[57]相比具有竞争力, 特别

是对于 zout更高的更复杂的情形.

7.3 未来研究的展望

本文对无向的复杂网络的社团结构检测的讨论具有一般性, 可推广到具有

类似结构的数据集中以及更复杂的网络中, 计算更实际的问题及更大的问题, 如

Internet, 生物网络, 交通网络以及社会学网络等等. 在后续的研究工作中, 将在以

下几个方向深入下去.

统计解释. 本文关于复杂网络社团结构的研究基于动力学方法. 接下来希望

从中寻找某种统计解释, 并在 Bayes统计的框架下构造新的算法. 这部分可以参考

的文献见第一章 1.4.4.

有向网络. 本文主要讨论的是无向网络中的社团结构. 无向网络的邻接矩阵

为对称矩阵, 相应的转移矩阵满足关于其平稳分布的细致平衡条件, 因此Markov

动力学具有许多良好性质, 有助于构造算法. 接下来将致力于把这些工作推广到有

向网络中, 即推广到不一定满足细致平衡条件的更为一般的动力学中. 这个问题的

相关文献见 [8, 84, 112, 145, 170].

层次结构. 本文给出的检测社团结构的算法均是初级分区, 即非层次结构.

文献中的多数算法也都是仅给出主要初级分区. 接下来将研究类似于分级聚

类算法这样的能够识别出复杂网络中层次结构的算法. 这个问题的相关文献见

[37, 38, 172].

动态网络. 本文研究的是固定的复杂网络. 如何定义动态网络, 即随

时间演化的网络中的社团结构, 并将其检测出来将是下一步的工作, 这个方

向在实际中具有深远意义, 例如 Internet 网络等等. 这个问题的相关文献见

[9, 28, 29, 66, 91, 102, 115, 150].

– 157 –



7.3 未来研究的展望 北京大学博士研究生学位论文

实际应用. 将现有的算法应用到更大更实际的问题中去, 实现应用价值. 例如

生物学网络, 包括细胞网络, 生态学网络, 蛋白质折叠, 神经网络等等; 社会学网络,

包括疾病传播网络, 科学文章引用网络等等; 以及一些经济学系统, 银行系统, 和流

行的推荐系统等等. 这个问题的相关文献见 [26, 39, 70, 155].

总之, 我相信, 数学理论, 特别是复杂网络社团结构的动力学方法的相关理论,

将越来越多的渗透到物理学, 生物学, 计算机科学以及社会学等各个领域, 不但能

够精确的刻画真实世界的现象, 而且一定也会给科学界带来崭新的思维.
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附录 A 图论的基本要素

A.1 图中的基本定义

图 (graph) G是一对集合 (V,E), 其中 V 是节点 (nodes or vertices)集合, E

是 V 2 的子集, 这里 V 2 是 V 中元素的无序对构成的集合. E 中的元素称为边

(edges) 或连接 (links), 确定一条边得两个节点称为端点 (endpoints), 一条边邻

接 (adjacent) 于它的每个端点. 若图的每条边都是节点的有序对则称为有向

(directed)图, 此时有序对 (v, w)是由 v 指向 w 的边, 或起点为 v 且终点为 w 的

边. 如图 A.1所示, 图表示为由线连接的点集. 在很多实际情况中, 图是加权的

(weighted), 即每条边上赋予一个实值. 图不包含环 (loops), 即连接节点与其自身

的边; 也不包含多重边 (multiple edges), 即连接相同节点对有多条边. 具有环和多

重边的图称为多重图 (multigraphs). 允许任意多个节点 (不仅限于两个)之间存在

边的广义的图称为超图 (hypergraphs).

图 A.1: 由 7个节点和 7条边构成的简单图.

若 V ′ = V 且E ′ = E,则图G′ = (V ′, E ′)称为图G = (V,E)的子图 (subgraph).

若 G′包含连接 V ′中节点并在 G中的所有边, 则称子图 G′是由 V ′诱导或生成的.

将节点集 V 分成两个子集 S 和 V − S 的分划称为一个切割 (cut); G中连接 S 中

节点与 V − S 中节点的边得数目称为切割规模 (cut size).
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分别用 n和 m表示图中节点和边的数目, 称节点数目为图的阶 (order), 边的

数目为图的规模 (size). 一个图的最大规模等于节点所有无序对的数目 n(n− 1)/2.

若 |V | = n且 |E| = m = n(n− 1)/2, 则称其为完全图 (complete graph, 或 clique),

记为 Kn. 若两个节点由边连接则称其为邻居 (neighbors)或邻接的 (adjacent). 节

点 v的邻居的集合称为邻域 (neighborhood), 记为 Γ(v). 节点 v的邻居的数目称为

节点的度 (degree), 记为 d(v). 图中节点的度的序列 d(v1), d(v2), . . . , d(vn)称为度

序列. 在有向图中, 节点 v有两种类型的度: 入度 (in-degree), 即以 v为起点的边的

数目; 出度 (out-degree), 即以 v 为终点的边的数目. 加权图中的类似于度的量称

为强度 (strength), 即邻接于节点的边上的权重之和. 图的一个重要的局部性质是

传递性 (transitivity)或聚集性 (clustering)[201], 它描述了一个节点邻居之间的凝聚

程度À. 节点 v的聚集系数 (clustering coefficient) C(v)定义为连接 v的邻居对的边

数与可能存在的边的总数 d(v)(d(v)− 1)/2的比值, 它表示 v的邻居对连接的概率.

由于 v的所有邻居均与 v相连接, 故连接 v的邻居对的边与 v形成三角形, 从而此

定义通常以三角形数目的形式给出.

图 P = (V (P ), E(P ))称为路径 (path), 其中 V (P ) = {x0, x1, . . . , xl}, E(P ) =

{x0x1, x1x2, . . . , xl−1xl}. 节点 x0 和 x1 称为 P 的终端 (end-vertices), l 为其长度

(length). 若图的节点 (或边) 集合中任意两个元素非邻接, 则称其为独立的

(independent). 同理, 两条路径独立当它们仅共享终端. 节点和边均不不相同的封

闭路径称为圈 (cycle). 长度为 l的圈记为 cl. 最小的非平凡圈为三角形 c3.

若对于任意节点对, 至少存在一条由其中一个节点到另一个节点的路径, 则称

图为连通的 (connected). 一般地, 连接两个节点存在长度不同的多条路径. 两个

节点长度最短的路径称为最短路径 (shortest path, 或 geodesic), 这个最短的程度

称为两个节点间的距离 (distance). 连通图中两个节点间距离的最大值称为直径

(diameter). 若两个节点之间不存在路径, 则图至少可分成两个连通子图, 每个最大

连通子图称为连通分量 (connected component).

不存在圈的图称为森林 (forest), 连通的森林称为树 (tree). 从树的一个节点到

另一个节点仅存在一条路径. 事实上, 如果相同的节点对间存在至少两条路径则将

À在一些学科中, 聚类性 (clustering)通常被用来描述社团检测, 例如计算机科学, 并且在本文中也经常涉

及. 为消除歧义, 本文特别使用聚集性以及聚集系数来指代一个节点邻域的局部性质.

– 160 –



北京大学博士研究生学位论文 附录 A 图论的基本要素

形成一个圈, 而由定义知树是无圈图. 进一步, n个节点的树具有 n− 1条边. 如果

树的任意一条边被移除, 则它分成了不连通的两部分; 如果加入一条新边, 则至少

存在一个圈. 故树是给定阶时的最小连通图和最大无圈图. 每个连通图包含一个生

成树 (spanning tree), 即共享图中所有节点的树. 在加权图中可定义最小 (最大)生

成树, 即边上权重之和最小 (最大)的生成树. 最小和最大生成树在图最优化问题

中经常使用.

若图 G的节点集合 V 分成两个子集 V1和 V2, 或类 (classes), 且每条边连接 V1

中的一个节点和 V2 中的一个节点, 则称 G为二部的 (bipartite). 此定义可推广到

r-分割 (r-partition)情形, 即节点类数为 r 且相同类中节点之间不存在边相连接,

这种图称为多部的 (multipartite).

A.2 图中的主要矩阵

一个 n阶图的拓扑结构的全部信息都包含在邻接矩阵 (adjacency matrix)中.

邻接矩阵 A是一个 n× n的矩阵, 当节点 i和 j 有边连接时元素 aij 等于 1, 否则等

于 0. 由于图中无环, 故邻接矩阵对角线元素均为 0. 对于无向图, 其邻接矩阵 A是

对称矩阵, 第 i行或列的元素之和等于节点 i的度. 对于加权图, 可以定义权重矩阵

(weighted matrix)W , 其元素 wij 表示连接节点 i和 j 的边上的权重.

图 G的邻接矩阵 A的特征值的集合称为 G的谱 (spectrum). 图矩阵的谱性质

在图论研究中起着关键作用. 例如, 随机矩阵 (stochastic matrices)决定了图中的

扩散 (随机游动)过程. 将 A的第 i行元素除以节点 i的度得到右随机矩阵 (right

stochastic matrix) R, R的转置 T 为左随机矩阵 (left stochastic matrix). 随机矩阵

的谱可估计随机游动的混合时间, 即达到过程平稳分布的时间, 是通过计算左随机

矩阵的相应于最大特征值的特征向量得到的.

另一个重要的矩阵是 Laplace矩阵 L = D − A, 其中 D 是 dii 等于节点 i的

度 d(i)的对角矩阵. 矩阵 L通常称为非归一化 Laplace矩阵. 文献中经常使用的

归一化 Laplace矩阵[36]有两种主要形式: Lsym = D−1/2LD−1/2 和 Lrw = D−1L =

I −D−1A = I −T . 矩阵 Lsym是对称的; Lrw非对称但与图上的随机游动紧密联系.

所有的 Laplace矩阵均可直接推广到加权图的情形. Laplace矩阵是最值得研究的
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矩阵之一并且在诸多领域有广泛应用, 如图连通性[24], 同步性[14, 147], 扩散[36]和图

形分割[156]. 由 Laplace矩阵 (归一化或非归一化)的构造可知, 每行元素之和为 0.

这意味着 L总是具有至少一个 0特征值, 相应的特征向量具有全部相等的分量, 如

(1, 1, . . . , 1). 相应于不同特征值的特征向量相互正交. 有趣的是, L具有的 0特征

值的数目等于图中连通分量的数目, 故连通图的 Laplace矩阵仅有一个 0特征值而

其它特征值均为正. Laplace矩阵的特征向量经常用于谱方法 (见 1.4.1). 特别地,

相应于第二小特征值的特征向量, 称为 Fiedler向量 (Fiedler vector)[67], 在图平分

法中发挥着作用(见 1.4.1).

A.3 图中的主要模型

本节将介绍最流行的图模型来描述真实系统. 这些图是社团结构检测中的有

用的空模型 (null model), 由于它们不具有社团结构, 故可以被用作分区算法的否

定测试.

最古老的模型是由 Erdös和 Rényi提出的随机图 (random graph)[64]. 它具有

两个参数: 节点数目 n和连接概率 p. 每对节点以概率 p相连接并独立于其它节点

对. 图中边数的期望为 pn(n − 1)/2, 且平均度得期望为 ⟨d⟩ = p(n − 1). 随机图的

节点的度分布是二项分布, 并且对于固定的 ⟨d⟩, 当 n → ∞, p → 0时, 节点分布收

敛于 Poisson分布. 因此所有节点有相同的度, 近似为 ⟨d⟩, 如图 A.2(a)所示. 随机

图最显著的性质是当 n → ∞时变化 ⟨d⟩观察到得相变. 对于 ⟨d⟩ < 1, 图分为若干

连通分量, 每一个都是微观的, 占据了相对系统规模近乎消失的部分; 对于 ⟨d⟩ > 1,

其中一个分量变得宏观, 占据了图中节点有限的部分.

具有 n个节点的随机图的直径很小, 与 n成对数增长. 这个小世界效应性质

(small world effect)在许多真实图中普遍存在. 社会学家 Stanley Milgram通过一

系列著名的实验首次证明了社会网络具有长度很短的路径的特征[135]. 随机图节点

聚集系数的期望为 p, 这是由于两个节点连接的概率等于它们是否为同一个节点

的邻居的概率. 真实的图与相同大小的随机图相比具有更大的聚集系数. Watts和

Strogatz指出小世界性质和高聚集系数可在同一系统中共存[201]. 他们设计了一类

由规则点阵填补得到的图, 具有高聚集系数, 和一个随机图, 具有小世界性质. 从
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(a) (b)

(c)

图 A.2: 复杂网络中的基本模型. (a) Erdös-Rényi 随机图, 其中节点数 n = 100, 连接概

率 p = 0.02. (b) Watts-Strogatz小世界图, 其中节点数 n = 100, 再连接概率 p = 0.1. (c)

Barabási-Albert无标度网络, 其中节点数 n = 100, 平均度为 2.

每个节点的度为 d的环形点阵开始, 向不同的目标节点以概率 p重新连上边, 如图

A.2(b)所示. 这表明低的 p值有足够的能力减少节点间最短路径的长度, 因为重

新连接的边充当了连接原图中相距遥远的区域中节点的捷径的角色. 另一方面, 聚

集系数仍保持较高的值, 因为少数几条重新连接的边没有明显的扰乱图的局部结

构, 这仍类似于原来的环形点阵. 对于 p = 1, 所有的边均重新连接并导致结构为
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Erdös和 Rényi提出的随机图.

Watts和 Strogatz的开创性工作触发了用图表示真实系统方面的大量兴趣.

最重要的发现之一为真实图的节点度分布是非常不均匀的[5], 具有很少和很多邻

居的节点可以共存. 许多情况下这个分部的后部可由幂律分布很好的近似Á, 故称

无标度网络. 这种度的不均匀性是真实网络很多显著特征的形成原因[70]. 最著名

的带有幂律度分布的图模型要数 Barabási和 Albert提出的模型[12]. 这个图由动力

过程创建, 节点逐一地加在初始中心上. 新节点与已存在节点之间连接边的概率

与存在节点的度成正比. 这样, 具有较高度得节点有更大的概率被新节点选为邻

居; 如果被选中, 它们的度进一步地增加, 故它们在将来更有可能被选中. 当节点

数目趋于无穷时, 这种滚雪球策略生成的图的度分布具有指数 3的幂律尾部. 图

A.2(c)中展示了 Barabási-Albert (BA)图的一个例子. BA图的聚集系数随图的规

模衰减, 并且比真实网络低的多. 此外, 在真实网络中发现度分布的幂律衰减的指

数范围通常在 2和 3之间, 而 BA模型服从一个固定的值. 无论如何, 关于 BA模

型的很多提炼以及大量不同模型已在后来被介绍来考虑如何更接近真实系统的特

征[4, 16, 22, 138, 143].

Á幂律分布并不是描述复杂网络性质的必然方式, 仅仅由于度分布的尾部比较平缓, 即横跨度的数量级. 它

们可能并非精确地服从幂律分布.
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法中的推导

B.1 方程 (3.29)的推导

由 P̃ 的定义

p̃(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)
, (B.1)

其中

µ̂(Sk) =
∑
x∈Sk

µ(x). (B.2)

定义函数

Jd =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|pt(x, y)− p̃(x, y)|2, (B.3)

从而希望对于所有的 p̂(Sk, Sl)寻求 Jd的最小值. 注意到

∂Jd
∂p̂(Sk, Sl)

= 2
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)

(
pt(x, y)− p̃(x, y)

) ∂p̃(x, y)

∂p̂(Sk, Sl)

= 2
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)

(
pt(x, y)−

N∑
m,n=1

1Sm(x)1Sn(y)p̂(Sm, Sn)
µ(y)

µ̂(Sn)

)
·1Sk

(x)1Sl
(y)

µ(y)

µ̂(Sl)

= 2
∑

x∈Sk,y∈Sl

µ(x)

µ(y)

(
pt(x, y)− p̂(Sk, Sl)

µ(y)

µ̂(Sl)

) µ(y)
µ̂(Sl)

=
2

µ̂(Sl)

( ∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y)− p̂(Sk, Sl)µ̂(Sk)
)
, (B.4)

并由最优化条件 ∂Jd/∂p̂(Sk, Sl) = 0, 从而得到

p̂∗(Sk, Sl) =
1

µ̂(Sk)

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y). (B.5)
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再将 P t的谱分解

pt(x, y) =
n−1∑
j=0

λtjφj(x)φj(y)µ(y) (B.6)

代入 (B.5), 得到

p̂∗(Sk, Sl) =
1

µ̂(Sk)

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)
n−1∑
j=0

λtjφj(x)φj(y)µ(y)

=
n−1∑
j=0

λtj
1

µ̂(Sk)

∑
x∈Sk

µ(x)φj(x)
∑
y∈Sl

φj(y)µ(y)

=
n−1∑
j=0

λtj

(∑
x∈Sk

µ(x)φj(x)

µ̂(Sk)

)(∑
y∈Sl

µ(y)φj(y)

µ̂(Sl)

)
µ̂(Sl)

=
n−1∑
j=0

λtjφ̂j(Sk)φ̂j(Sl)µ̂(Sl), (B.7)

其中令

φ̂j(Sk) =

∑
x∈Sk

µ(x)φj(x)∑
x∈Sk

µ(x)
, k = 1, . . . , N. (B.8)

于是方程 (3.29)得证.

B.2 方程 (3.35)的推导

由 P̂ ∗的定义

p̂∗(Sk, Sl) =
1

µ̂(Sk)

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y), (B.9)

以及 P̃ ∗的定义

p̃∗(x, y) =
N∑

k,l=1

1Sk
(x)p̂∗(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)
, (B.10)

可以得到

E∗ ≡ E(P̃ ∗) = ∥P t − P̃ ∗∥2µ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|pt(x, y)− p̃∗(x, y)|2

=
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|pt(x, y)|2 − 2

∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
pt(x, y)p̃

∗(x, y) +
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|p̃∗(x, y)|2
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≡ P1 − 2P2 + P3, (B.11)

其中

P2 =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
pt(x, y)

N∑
k,l=1

1Sk
(x)p̂∗(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)

=
N∑

k,l=1

1

µ̂(Sl)
p̂∗(Sk, Sl)

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)pt(x, y)

=
N∑

k,l=1

µ̂(Sk)

µ̂(Sl)
|p̂∗(Sk, Sl)|2,

P3 =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)

N∑
k,l,m,n=1

1Sk
(x)p̂∗(Sk, Sl)1Sl

(y)
µ(y)

µ̂(Sl)
1Sm(x)p̂

∗(Sm, Sn)1Sn(y)
µ(y)

µ̂(Sn)

=
N∑

k,l=1

1

µ̂(Sl)
p̂∗(Sk, Sl)

∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)1Sk
(x)1Sl

(y)
N∑

m,n=1

1

µ̂(Sn)
p̂∗(Sm, Sn)δkmδln

=
N∑

k,l=1

1

µ̂(Sl)
p̂∗(Sk, Sl)

1

µ̂(Sl)
p̂∗(Sk, Sl)

∑
x∈Sk

µ(x)
∑
y∈Sl

µ(y)

=
N∑

k,l=1

µ̂(Sk)

µ̂(Sl)
|p̂∗(Sk, Sl)|2,

再将 P2和 P3代入 (B.11), 得到

E∗ =
∑
x,y∈S

µ(x)

µ(y)
|pt(x, y)|2 −

N∑
k,l=1

µ̂(Sk)

µ̂(Sl)
|p̂∗(Sk, Sl)|2 ≡ ∥P t∥2µ − ∥P̂ ∗∥2µ̂. (B.12)

这就证明了 (3.35). 另一方面, 注意到

P1 =
N∑

k,l=1

∑
x∈sk,y∈Sl

µ(x)µ(y)|pt(x, y)
µ(y)

|2,

P2 =
N∑

k,l=1

∑
x∈sk,y∈Sl

µ(x)µ(y)
pt(x, y)

µ(y)

p̂∗(Sk, Sl)

µ̂(Sl)
,

P3 =
N∑

k,l=1

∑
x∈sk,y∈Sl

µ(x)µ(y)| p̂
∗(Sk, Sl)

µ̂(Sl)
|2,

从而 E∗有另一种表达式

E∗ =
N∑

k,l=1

∑
x∈Sk,y∈Sl

µ(x)µ(y)

∣∣∣∣pt(x, y)µ(y)
− p̂∗(Sk, Sl)

µ̂(Sl)

∣∣∣∣2 . (B.13)
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B.3 算法 3.8的计算量的估计

下面考虑算法 3.8的计算量. 将 (3.53)变换为如下形式

Ē(x, Sk) =
N∑
l=1

∑
y∈Sl

µ(x)µ(y)

(
p2t (x, y)

µ(y)
− 2

pt(x, y)

µ(y)

p̂∗(Sk, Sl)

µ̂(Sl)
+
p̂∗2(Sk, Sl)

µ̂2(Sl)

)

=
N∑
l=1

∑
y∈Sl

µ(x)

µ(y)
p2t (x, y) + µ(x)

N∑
l=1

p̂∗2(Sk, Sl)

µ̂(Sl)

−2µ(x)
N∑
l=1

∑
y∈Sl

pt(x, y)
p̂∗(Sk, Sl)

µ̂(Sl)

≡ P1 + P2 − P3. (B.14)

其中 n 是网络中的节点数, m 是边数, N 是社团数目. {µ̂(Sk)}Nk=1 的计算量为

O(n). p̂∗(Sk, Sl)为 O(dkl), 其中 dkl 为从第 k 个社团到第 l个社团的连接的度, 故

{p̂∗(Sk, Sl)}Nk,l=1 的计算量至多为 O(m), 并且实际上远小于 m, 因为不需考虑社团

内部的连接.

对于固定的 x 和 k, P1 和 P3 的计算量均为 O(d(x)). 注意到 P2 中的求和

部分, 对于所有的 k, 可以以 O(N2) 的计算量预计算, 故对于所有的 x 和 k,

P2 的计算量为 O(Nn + N2). 因此, 对于所有的 x 和 k, Ē(x, Sk) 的计算量为

O(N(2m+ n) +N2 + n+m). 考虑到对于现实中的网络, N ≪ n, 且m为 O(n)的,

故得到每个迭代步的计算花费为 O(N(m+ n)).

如果考虑平均迭代数 k1, 以及试验次数 k2, 于是得到算法最终的计算量为

O(k1k2N(m+ n)).
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法中的推导

C.1 引理 4.3的证明

为了推导问题 (4.11)的 Euler-Lagrange方程组，首先对 J 关于 p̂kl 求导，得

到

∂J

∂p̂kl
= −2

∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
N∑

m,n=1

ρm(x)ρn(y)
(p(x, y)
µ(y)

− p̂mn

µ̂n

))

·

(
N∑

s,t=1

ρs(x)ρt(y)
1

µ̂t

δksδlt

)
= 0. (C.1)

经过适当的计算得到∑
x,y∈S

N∑
m,n=1

µ(x)µ(y)ρm(x)ρn(y)
p̂mn

µ̂n

ρk(x)ρl(y) =
∑
x,y∈S

µ(x)p(x, y)ρk(x)ρl(y)

= µ̂kp̂
∗
kl. (C.2)

将上述结果用矩阵形式表示即可得到方程 (4.16a).

现在对于 J 在归一化条件
∑N

m=1 ρm(x) = 1 下关于 ρr(z) 求导. 定义带有

Lagrange乘子 λ(x)的扩展的目标函数

J̃ = J +
∑
x∈S

λ(x)
( N∑

m=1

ρm(x)− 1
)
. (C.3)

对 J̃ 关于 ρr(z)求导，得到∑
y∈S

N∑
k,l=1

N∑
n=1

µ(y)ρk(z)ρl(y)ρn(y)
(p(z, y)
µ(y)

− p̂kl
µ̂l

)(p(z, y)
µ(y)

− p̂rn
µ̂n

)
+

∑
y∈S

N∑
k,l=1

N∑
n=1

µ(y)ρk(z)ρl(y)ρn(y)
(p(y, z)
µ(z)

− p̂lk
µ̂k

)(p(y, z)
µ(z)

− p̂nr
µ̂r

)
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+
∑
x,y∈S

N∑
k,l=1

N∑
n=1

µ(x)µ(y)ρk(x)ρl(y)ρn(x)ρr(y)
(p(x, y)
µ(y)

− p̂kl
µ̂l

) p̂nr
µ̂2
r

= − λ(z)

2µ(z)
. (C.4)

将上述形式简单记为

P1 + P2 + P3 = − λ(z)

2µ(z)
. (C.5)

并有

P3 =
N∑

n=1

p̂∗nrµ̂n
p̂nr
µ̂2
r

−
N∑

k,l=1

N∑
n=1

ˆ̂µnk
ˆ̂µlr
p̂kl
µ̂l

p̂nr
µ̂2
r

. (C.6)

由已经推导出的 (4.16a), 得到 P3 = 0! 此外, 有

P1 = 1N×1 · diagmv(p
2 · I−1

µ − p · ρT · I−1
µ̂ · p̂T · ρ)

−p̂ · I−1
µ̂ · ρ · pT + p̂ · I−1

µ̂ · ˆ̂µ · I−1
µ̂ · p̂T · ρ. (C.7)

P2 = 1N×1 · diagmv(p
2 · I−1

µ − p · ρT · p̂ · I−1
µ̂ · ρ)

−I−1
µ̂ · p̂T · ρ · pT + I−1

µ̂ · p̂T · ˆ̂µ · p̂ · I−1
µ̂ · ρ. (C.8)

这里符号 diagmv(A)是将矩阵对角线元素记成向量的算子. 由 p̂满足的关于 µ̂的

细致平衡条件 (4.19)可得

P1 = P2 = 1N×1 · diagmv(p
2 · I−1

µ − p · ρT · p̂ · I−1
µ̂ · ρ)

−p̂ · I−1
µ̂ · ρ · pT + p̂ · I−1

µ̂ · ˆ̂µ · p̂ · I−1
µ̂ · ρ. (C.9)

通过适当的计算得到

ρ = −µ̂ ·

[
diagmv(p

2I−1
µ − pρT p̂I−1

µ̂ ρ) +
1

2
diagmv

(
IλI

−1
µ

)]
+ Iµ̂p̂

−1 ˆ̂µ−1ρpT . (C.10)

根据 ρ的归一化条件, 得到 Lagrange乘子

λ(z) = µ(z)
∑
y∈S

N∑
k,l=1

ρk(z)ρl(y)p(z, y)
p̂kl
µ̂l

−
∑
y∈S

p(z, y)p(y, z). (C.11)

将 (C.11)代入 (C.10), 最终得到了关于 ρ的表达式 (4.16b).
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C.2 引理 4.6的证明

首先, 将极小化问题 (4.11)中的 J 关于 p̂kl求偏导数, 得到

∂J

∂p̂kl
= 2

∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

( K∑
m,n=1

ρm(x)ρn(y)
p̂mn

µ̂n

− p(x, y)

µ(y)

) N∑
s,t=1

ρs(x)ρt(y)
δskδtl
µ̂t

= 2

(
1

µ̂l

∑
x,y∈S

N∑
m,n=1

µ(x)µ(y)ρk(x)ρl(y)ρm(x)ρn(y)
p̂mn

µ̂n

− 1

µ̂l

∑
x,y∈S

µ(x)p(x, y)ρk(x)ρl(y)

)

= 2

(
1

µ̂l

N∑
m,n=1

ˆ̂µkm
p̂mn

µ̂n

ˆ̂µnl −
µ̂k

µ̂l

p̂∗kl

)
(C.12)

将上述方程写成矩阵形式则得到 (4.23a).

接下来将对 J 关于 ρr(z)求偏导数, 得到

∂J

∂ρr(z)
= 2

∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

( K∑
m,n=1

ρm(x)ρn(y)
p̂mn

µ̂n

− p(x, y)

µ(y)

)

·
K∑

k,l=1

[
δkrδ(x, z)ρl(y)

p̂kl
µ̂l

+ δlrδ(y, z)ρk(x)
p̂kl
µ̂l

−ρk(x)ρl(y)
p̂kl
µ̂2
l

∑
w∈S

δlrδ(w, z)µ(w)

]
, (C.13)

利用细致平衡条件 (4.3)和 p̂∗的定义 (4.13), 得到

∂J

∂ρr(z)
= 2

[∑
y∈S

µ(z)µ(y)

( N∑
m,n=1

ρm(z)ρn(y)
p̂mn

µ̂n

− p(z, y)

µ(y)

)
·

N∑
k=1

ρl(y)
p̂rl
µ̂l

+
∑
x∈S

µ(z)µ(x)

( N∑
m,n=1

ρm(x)ρn(z)
p̂mn

µ̂n

− p(x, z)

µ(z)

)
·

N∑
k=1

ρk(x)
p̂kr
µ̂r

−
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

( N∑
m,n=1

ρm(x)ρn(y)
p̂mn

µ̂n

− p(x, y)

µ(y)

)

·
N∑
k=1

µ(z)ρk(x)ρr(y)
p̂kr
µ̂2
r

]

= 2

[
N∑

l,m,n=1

ˆ̂µlnρl(y)
p̂mn

µn

p̂rl
µ̂l

−
∑
y∈S

N∑
l=1

p(z, y)ρl(y)
p̂rl
µ̂l
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+
N∑

k,m,n=1

ˆ̂µkmρk(x)
p̂mn

µ̂n

p̂kr
µ̂r

−
∑
x∈S

N∑
k=1

p(z, x)ρk(x)
p̂kr
µ̂r

−
N∑

k,m,n=1

ˆ̂µmk
ˆ̂µrn

p̂mn

µ̂n

p̂kr
µ̂2
r

+
N∑
k=1

µkp̂
∗
kr

p̂kr
µ̂2
r

]
µ(z) (C.14)

经适当的操作后最终得到 (4.23b).

C.3 引理 4.9的证明

首先, 将 p̂kl的广义坐标 p̂kl =
eYkl∑N

m=1 e
Ykm
代入 (4.11), 得到

J =
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
p(x, y)

µ(y)
−

N∑
k,l=1

ρk(x)ρl(y)
eYkl∑N

m=1 e
Ykm

1

µ̂l

)2

,

将上述的 J 关于 Ykl求偏导数, 有

∂J

∂Ykl
= 2

∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
N∑

s,t=1

ρs(x)ρt(y)p̂st
1

µ̂t

− p(x, y)

µ(y)

)

·

(
N∑

m,n=1

ρm(x)ρn(y)
1

µ̂n

eYmnδmkδnl∑N
r=1 e

Ymr

−
N∑

m,n=1

ρm(x)ρn(y)
1

µ̂n

eYmn

(
∑N

r=1 e
Ymr)2

N∑
r=1

emrδmkδrl

)

= 2
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
N∑

s,t=1

ρs(x)ρt(y)p̂st
1

µ̂t

− p(x, y)

µ(y)

)

·

(
ρk(x)ρl(y)p̂kl

1

µ̂l

−
N∑

n=1

ρk(x)ρn(y)
1

µ̂n

p̂klp̂kn

)
≡ 2 (P1 − P2 − P3 + P4) ,

将 ˆ̂µ的定义 (4.14), p̂∗的定义 (4.13)以及细致平衡条件 (4.3)代入上述Pi (1 ≤ i ≤ 4)

中, 有

P1 =
∑
x,y∈S

N∑
s,t=1

µ(x)µ(y)ρs(x)ρt(y)p̂st
1

µ̂t

ρk(x)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

=
N∑

s,t=1

ˆ̂µksp̂st
1

µ̂t

ˆ̂µtl
1

µ̂l

· p̂kl,
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P2 =
∑
x,y∈S

µ(x)p(x, y)ρk(x)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

= (p̂∗)Tkl · p̂kl,

P3 =
∑
x,y∈S

N∑
s,t,n=1

µ(x)µ(y)ρs(x)ρt(y)p̂st
1

µ̂t

ρk(x)ρn(y)
1

µ̂n

p̂klp̂kn

=
N∑

s,t,n=1

ˆ̂µksp̂st
1

µ̂t

ˆ̂µtn
1

µ̂n

p̂Tnk · p̂kl

P4 =
∑
x,y∈S

N∑
n=1

µ(x)µ(y)ρk(x)ρn(y)
1

µ̂n

p̂klp̂kn

=
N∑

n=1

(p̂∗)Tkn · p̂Tnk · p̂kl.

写成矩阵的形式, 有

∂J

∂Y
= 2

[(
ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂

)
∗ p̂− (p̂∗)T ∗ p̂

−diag
(
ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂ · p̂T
)
· p̂+ diag

(
(p̂∗)T · p̂T

)
· p̂

]
, (C.15)

其中 ∗表示矩阵对应元素相乘的运算, diag(A)是矩阵 A的对角线部分. 这就得到

了 (4.29a).

接下来, 将 ρk(x)的广义坐标 ρk(x) =
eZk(x)∑N

m=1 e
Zm(x) 代入 (4.11), 得到

J =
∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

p(x, y)
µ(y)

−
N∑

k,l=1

p̂kl
eZk(x)∑
m e

Zm(x)

eZl(y)∑
m e

Zm(y)

1∑
z∈S µ(z)

eZl(z)∑
m eZm(z)

2

,

将上述的 J 关于 Ykl求偏导数, 有

∂J

∂Zr(z)
= 2

∑
x,y∈S

µ(x)µ(y)

(
N∑

k,l=1

ρk(x)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

− p(x, y)

µ(y)

)

·

(
N∑

s,t=1

ρt(y)
p̂st
µ̂t

eZs(x)∑
m e

Zm(x)
δrsδ(z, x)−

N∑
s,t=1

ρt(y)
p̂st
µ̂t

eZs(x)

(
∑

m e
Zm(x))2

N∑
n=1

eZn(x)δrnδ(z, x)

+
N∑

s,t=1

ρs(x)
p̂st
µ̂t

eZt(y)∑
m e

Zm(y)
δrtδ(z, y)−

N∑
s,t=1

ρs(x)
p̂st
µ̂t

eZt(y)

(
∑

m e
Zm(y))2

N∑
n=1

eZn(y)δrnδ(z, y)
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−
N∑

s,t=1

ρs(x)ρt(y)
p̂st
µ̂2
t

∑
u∈S

µ(u)
eZt(u)∑
m e

Zm(u)
δrtδ(z, u)

+
N∑

s,t=1

ρs(x)ρt(y)
p̂st
µ̂2
t

∑
u∈S

µ(u)
eZt(u)

(
∑

m e
Zm(u))2

N∑
n=1

eZn(u)δrnδ(z, u)

)
≡ 2 (P1 − P2 − P3 + P4 + P5 − P6 − P7 + P8 − P9 + P10 + P11 − P12) ,

将 ˆ̂µ的定义 (4.14), p̂∗的定义 (4.13)以及细致平衡条件 (4.3)代入上述 Pi (1 ≤ i ≤

12)中, 有

P1 =
∑
y∈S

N∑
k,l,t=1

µ(z)µ(y)ρk(x)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

ρt(y)p̂rt
1

µ̂t

ρr(z)

=
N∑

k,l,t=1

p̂rt
1

µ̂t

ˆ̂µtl
1

µ̂l

p̂Tlkρk(z) · ρr(z) · µ(z),

P2 =
∑
y∈S

N∑
t=1

µ(z)p(z, y)ρt(y)p̂rt
1

µ̂t

ρr(z)

=
∑
y∈S

N∑
t=1

p̂rt
1

µ̂t

ρt(y)p
T (y, z) · ρr(z) · µ(z),

P3 =
∑
y∈S

N∑
k,l,s,t=1

µ(z)µ(y)ρk(z)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

ρt(y)ρs(z)ρr(z)p̂st
1

µ̂t

=
N∑

k,l,s,t=1

ρr(z) ·
(
ρTk (z) ·

(
p̂kl

1

µ̂l

ˆ̂µlt
1

µ̂t

p̂Ttsρs(z)

))
· µ(z),

P4 =
∑
y∈S

N∑
s,t=1

µ(z)p(z, y)ρt(y)p̂st
1

µ̂t

ρs(z)ρr(z)

=
∑
y∈S

N∑
s,t=1

ρz(r) ·
(
ρTs (z) ·

(
p̂st

1

µ̂t

ρt(y)p
T (y, z)

))
· µ(z),

P5 =
∑
x∈S

N∑
k,l,s=1

µ(x)µ(z)ρk(z)ρl(z)p̂kl
1

µ̂l

ρs(x)ρr(z)p̂sr
1

µ̂r

=
N∑

k,l,s=1

1

µ̂r

p̂Trs
ˆ̂µskp̂kl

1

µ̂l

ρl(z) · ρr(z) · µ(z),

P6 =
∑
x∈S

N∑
s=1

µ(x)p(x, z)ρs(x)ρr(z)p̂sr
1

µ̂r
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=
∑
x∈S

N∑
s=1

1

µ̂r

p̂Trsρs(x)p
T (x, z) · ρr(z) · µ(z),

P7 =
∑
x∈S

N∑
k,l,s,t=1

µ(x)µ(z)ρk(x)ρl(z)p̂kl
1

µ̂l

ρs(x)ρt(z)ρr(z)p̂st
1

µ̂t

=
N∑

k,l,s,t=1

ρr(z) ·
(
ρTl (z) ·

(
1

µ̂l

p̂Tlk
ˆ̂µksp̂st

1

µ̂t

ρt(z)

))
· µ(z),

P8 =
∑
x∈S

N∑
s,t=1

µ(x)p(x, z)ρs(x)ρt(z)ρr(z)p̂st
1

µ̂t

=
∑
x∈S

N∑
s,t=1

ρr(z) ·
(
ρTt (z) ·

(
1

µ̂t

p̂Ttsρs(x)p
T (x, z)

))
· µ(z),

P9 =
∑
x,y∈S

N∑
k,l,s=1

µ(x)µ(y)ρk(x)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

ρs(x)ρr(y)p̂sr
1

µ̂2
r

µ(z)ρr(z)

=
N∑

k,l,s=1

1

µ̂2
r

ˆ̂µrl
1

µ̂l

p̂Tlk
ˆ̂µks · p̂sr · ρr(z) · µ(z),

P10 =
∑
x,y∈S

N∑
s=1

µ(x)p(x, y)ρs(x)ρr(y)p̂sr
1

µ̂2
r

µ(z)ρr(z)

=
N∑
s=1

p̂∗rsp̂sr
1

µ̂r

· ρr(z) · µ(z),

P11 =
∑
x,y∈S

N∑
k,l,s,t=1

µ(x)µ(y)ρk(x)ρl(y)p̂kl
1

µ̂l

ρs(x)ρt(y)p̂st
1

µ̂2
t

µ(z)ρt(z)ρr(z)

=
N∑

k,l,s,t=1

ρr(z) ·
(
ˆ̂µskp̂kl

1

µ̂l

ˆ̂µlt
1

µ̂2
t

· p̂st · ρt(z)
)
· µ(z),

P12 =
∑
x,y∈S

N∑
s,t=1

µ(x)p(x, y)ρs(x)ρt(y)p̂st
1

µ̂2
t

µ(z)ρt(z)ρr(z)

=
N∑

s,t=1

ρr(z) ·
(
(p̂∗)Tst · p̂st ·

1

µ̂t

ρt(z)

)
· µ(z),

写成矩阵的形式, 并定义矩阵

M1 = p̂I−1
µ̂

ˆ̂µI−1
µ̂ p̂Tρ− p̂I−1

µ̂ ρpT ,

M2 = I−1
µ̂ p̂T ˆ̂µp̂I−1

µ̂ ρ− I−1
µ̂ p̂TρpT ,
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经简单运算, 得到

∂J

∂Z
= 2

[
(M1 +M2) ∗ ρ− ρ · diag

(
ρT · (M1 +M2)

)
−diag(I−2

µ̂
ˆ̂µI−1

µ̂ p̂T ˆ̂µp̂) · ρ+ diag(p̂∗p̂I−1
µ̂ ) · ρ

+ρ · diagvm
(
11×N ·

(
(ˆ̂µp̂I−1

µ̂
ˆ̂µI−2

µ̂ ) ∗ p̂
)
· ρ
)

−ρ · diagvm
(
11×N ·

(
(p̂∗)T ∗ p̂) · I−1

µ̂ ρ
)]
Iµ, (C.16)

其中 ∗表示矩阵对应元素相乘的运算, diag(A)是矩阵 A的对角线部分, diagvm(u)

是由向量 u的分量形成的对角矩阵. 这就得到了 (4.29b).
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